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Presentación 


tecnológico. El objetivo principal, fue escribir un libro que ustedes los estudiantes pudieran leer, 
ntender y disfrutar. A lo largo del libro se utiliza un lenguaje claro y preciso que propicia la 
generación de conocimientos que, por lo general, resultan dificiles de entender y aprender. Se utilizan 
oraciones cortas, explicaciones claras y muchos ejemplos resueltos a detalle. Por tal motivo, en 
geometría analítica se plantearon los principales conceptos y definiciones mediante el uso de gráficas 
соп ejemplos desarrolladas paso a paso, uso de Fórmulas y símbolos comunes que permitan comprender 
correctamente dichos conceptos y definiciones, así como, los contextos de problemas, planteamientos, 
soluciones y trazado gráfico de resultados, Así, la didáctica que se desarrolla en el texto se fundamenta 
en una exposición de conceptos introductorios y ejemplos demostrativos, así como, una diversificación en 
el planteamiento del problema. Las técnicas empleadas en la solución tienen por objeto desarrollar el 
razonamiento reflexivo y la destreza en el estudiante. Los problemas y ejercicios que se desarrollan a lo 
largo de las tres unidades que presenta el libro, utilizan distintos tipos de reactivos, lo cual permite tener 
una evaluación continua del proceso enseñanza-aprendizaje. Se hace énfasis en el incremento gradual 
de la complejidad de cada ejercicio hasta lograr el cambio de la memorización por un razonamiento más 
analítico en el planteamiento y desarrollo del proceso de solución de un problema determinado. 


E: libro se escribió pensando en estudiantes que cursan el tercer semestre de bachillerato 


Es importante recalcar que la consecución de los temas tratados en el libro dependerá del trabajo 
estrecho entre docente y alumnos, de manera tal que el libro sea sólo un apoyo para reforzar lo que se 
trabaja en el salón de clases. 


Agradezco el apoyo de mis compañeros de la Academia Local. Estatal y Nacional, así como a todas 
las Autoridades Educativas que confiaron en mi esfuerzo y dedicación para lograr contenidos de calidad: 
también al editor por su esmerada atención a la realización de esta obra. 


Por último, a mis ex alumnos у, en especial, a mi familia a quienes distingo con este mensaje fi- 
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Metodología para el trabajo con este material 


El material está dividido en tres unidades, en las cuales se desarrollan los contenidos actuales del programa gencral de bachillerato 
tecnológico. Cada unidad cuenta con una evaluación diagnóstica, cl desarrollo de los diversos temas y una autoevaluación. 


Evaluación diagnóstica 


Es una serie de ejercicios que sirven como repaso operativo, pero en general se busca desarrollar habilidades de lógica, aritmética y álgebra. 


Cuadros de competencias genéricas y disciplinares 


Se localiza en cada una de las actividades que favorecen el logro de competencias; en este apartado ol alumno, con la mediación del 
maestro, deberá determinar cuáles son las competencias genéricas y las competencias disciplinares que está desarrollando y escribir en 
el cuadro las que scan pertinentes. 


Autoevaluación 


Es una colección de ejercicios que ayudan a reforzar el trabajo desarrollado a lo largo de la unidad. 


Competencias genéricas 


tegos Competencias 
1. Se conoce y valora a sí mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los objetivos que 
Se autodetermí рнк. 
9 rE TE 2. Es sensible al arte y participa en la apreciación e interpretación de sus expresiones en distintos 
géneros. 
3. Elige y practica estilos de vida saludables. 
Se expresa y se 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la utilización 
comunica de medios, códigos y herramientas apropiados. 

ER 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos establecidos. 
теа саз, 6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general, considerando otros 
reflexivamente ч > 

puntos de vista de manera crítica y reflexiva. 
Aprende de forma 7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida. 
autónoma 
Trabaja en forma 8. Participa y colabora de manera efectiva en diversos equipos. 
colaborativa 
9. Participa con una conciencia cívica y ética en la vida de su comunidad, región, México y el 
Participa con mundo. 
responsabilidad en la | 10. Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversidad de creencias. valores, 
sociedad ideas y prácticas sociales. 
11. Contribuye al desarrollo sustentable de manera crítica con acciones responsables. 
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“ VAVIGATION 
Lira Saiting 


САСА 


Introducción а la 
geometría analítica 


Evaluación diagnóstica 


Realiza lo que se indica en cada caso, 


L 


Соп ayuda de un globo terráqueo contesta qué son los paralelos y los meridianos. 


Localiza los siguientes puntos en el plano cartesiano A(—5.3), 8(7,11) y C(4,-5). 


Si la distancia entre dos puntos es 7 y uno de los puntos es M(—13), determina el otro punto. 


Encuentra la distancia entre los puntos P(3.6) y Q(8.5). 


Determina el punto medio del segmento cuyos extremos son (3.5.4.1) y (64,10). 


Introducción 


a la geometría analítica 


Propósito de la unidad 


Que el estudiante: 

+0 Identifique IbsDbjetos Básicosde h geometria. 
Plantee Tonjeturas a Través Bel Tazonamiento T 
inductivo. 7 

+0 Combine Técnicas BelBlgebray Ta Beometría2 
para estudiar situaciones. 

Identifique IosBlementosdelplanoZartesiano. 
Identifique Y Zalcule Ds Elementos Básicos eI 
unGolízono, Tales Zomo Ios Angulos Interiores, 2 
ángulos Exteriores, perímetro Y Area. 
Comprendaque3lTenguaje geométrico Teper- 


Coi 


mpetencias disciplinares 


Construye e interpreta modelos matemáticos 
mediante la aplicación de procedimientos arit- 
mélicos.Zcométricos Y Dariacionales.Para Tal 
comprensión y análisis de situaciones. 
"ormulaly Tesuelve problemas matemáticos, 
aplicando diferentes enfoques. 

Explica e interpreta los resultados obtenidos 
mediante procedimientos matemáticos y los 
contrasta con modelos establecidos o situa- 
ciones reales. 


8.2 Interpreta Tablas, Ẹráficas, hapas, Diagramas YT 


mite modelar diversas Situaciones. textos Воп Eímbolos matemáticos% Bientíicos 


Contenidos que aborda la unidad 


Antecedentes históricos. 

5ізіста Ве BoordenadasTartesianas. 
Localización Be puntosEn BI plano. 
Distancia Entre Dos punos 
División Be Dn Segmento Bn îna azn Dada. 
Áreae Tn polígono En TunciónBe Tas Boordenadas Ше Sus Fértices. 
Gráfica епа Ecuación] Ingares ğeométricos. 


Contenidos | 
conceptuales 


Realizará inferencias} deducciones AlMsarBlEzonamientomductivo, EnZombinación 
cons Bonocimientos Previos de йер. 

Identificará diversas Estructuras 3cométricas Y Tas Bmpleará Para acer Bonjeturas. 
Interpretará Tesultados Apartir De Modelos Matemáticos Bn Tin Contexto De geometría. 
Utilizará Terminología Botación matemática propia Be Ta Beometría. 

Elaboraréy sará Estrategias Be Tesolución Te Problemas бото: Tacer Diagramas, BacerT 
conjeturas, ivi 
шю ya conocido. 


Contenidos 
procedimentales 


Dn Problema Bn Bubproblemas más 3encillos, Nevar Dn problemı aD 


Colaborará Bon Sus Bompañeros l Tesolver Problemas. 

RespetoAlTrabajar Bn Blase. 

Responsabilidad Bn El proceso Enseñanza-aprendizaje. 

AprenderáBalorarZl Trabajo Be Sus Bompañeros. 
Contribuye Bon Ideas Be manera іса Y Acciones Fesponsables 5 Ta Bora йе Trabajar? 
en equipo. 


Contenidos 
actitudinales 


1 UNIDAD 


GEOMETRÍA ANNÎTIEA 


EJERCICIO 


Oria RA toi 


Antecedentes históricos 


La historia de las matemáticas considera a René Descartes el fundador del primer sistema matemático moderno 
у. por lo tanto, el padre de la geometría analítica. 

Descartes propusó hacer una matemática sistematizada y severa, partiendo únicamente de bases y conceptos 
estrictos en la verdad, con lenguaje sencillo, claro y preciso. Asimismo, sustituye las palabras enteras, abreviaturas 
y notaciones por un simbolismo puro, que se ha conservado casi íntegro hasta nuestros días. 

En 1637. Descartes publicó Geometría, en la cual considera al segmento como una unidad о como un número, 
con la que establece una sólida relación entre la geometría y el álgebra, dando lugar a la geometría analítica; de 
igual forma explica cómo la suma, resta, multiplicación y división de segmentos da lugar а otro segmento. Descartes 
relaciona a los números con las mismas operaciones, enfrentando problemas puramente algebraicos, ya que todos 
los problemas geométricos de carácter lineal y cuadrático pueden resolverse con regla y compás al conside- 
rarlos como problemas del plano. Descartes quiere resolver gráficamente ecuaciones de grado mayor por curvas 
algebraicas engendradas paso а paso por mecanismos lineales del movimiento, usando elementos de referencia 
en posiciones especiales, de igual forma, resuelve el problema de las normales a las curvas algebraicas evitando 
operaciones infinitesimales. Entre sus ejemplos figuran la concoide y el llamado óvalo de Descartes. 

Descartes y Fermat son los creadores de la geometría sobre ejes de coordenadas, donde el álgebra y la 
geometría se reúnen en el trazo de gráficas de ecuaciones y desigualdades. El cálculo y la geometría analítica 
marcan el comienzo de las matemáticas modernas en el siglo хуп. 


Concepto de geometría analítica 


Estudia las figuras geométricas a partir de un sistema coordenado, el cual, establece que a cada punto en un 
plano le corresponde un par ordenado de números y a cada par ordenado de números le corresponde un punto 
en un plano. La geometría analítica aprovecha esta correspondencia para aplicar los métodos del álgebra y el 
análisis al estudio de la geometría. 


Contesta las siguientes preguntas. 

1. ¿Cómo se Ilama el fundador de la geometría analítica? 

2. ¿Cuál fue el primer descubrimiento matemático de Descartes? 

3. ¿Qué relación hay entre el álgebra y la geometría, realizada por Descartes? 

4. ¿Cuál es el concepto de geometría analítica? 

5. ¿Cuáles son los contenidos principales de la obra de Descartes, Geomeiría, publicada en 1637? 


Sistema de coordenadas cartesianas 


Sistema de coordenadas rectangulares 


Este sistema también se denomina cartesiano en honor a René Descartes. Consta de dos rectas dirigidas. per- 
pendiculares entre sí, llamadas ejes de coordenadas. La recta horizontal ве llama eje x o de las abscisas, la 


4 


UNIDAD 1 


Introducción a la geometria analitica 


recta vertical se Пата eje y o de las ordenadas. El punto en el que se intersecan las rectas (O) se llama origen 
del sistema (ver figura 1.1). 

Estos ejes de coordenadas dividen al plano cartesiano en cuatro regiones Hamadas cuadrantes, las cuales se 
ordenan en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. Por ejemplo, todo punto Р del plano cartesiano 
puede ser localizado por medio del sistema rectangular; es decir, se localiza О, el pie de la perpendicular PQ al 
eje x. y R, el pie de la perpendicular PR al eje y, la longitud del segmento dirigido OQ se llama abscisa de P y se 
representa por; la longitud del segmento OR se llama ordenada de P y se representa por y. Los números reales 
xy y se llaman coordenadas rectangulares de Р y se representan como Р(х,у). La localización de un punto por 
medio de sus coordenadas se llama trazado del punto. 

Las abscisas medidas sobre el eje х а la derecha del origen son positivas y a la izquierda del origen 
son negativas; las ordenadas medidas sobre el eje y hacia arriba del origen son positivas y hacia abajo del 
origen son negativas, 


y (ej у), 
RH | 


ш у 
blo 


Figura 1.1 Sistema coordenado rectangular 


EJERCICIO 2 


L Contests las siguientes preguntas. 


1 


¿Cuál es la razên por la que el sistema de coordenadas rectangulares se denomina también cartesiano? 
¿Cómo está conformado el sistema de coordenadas rectangulares? 

¿Cómo se ordenan los cuadrantes del sistema de coordenadas rectangulares? 

¿Cuándo son positivas las abscisas y las ordenadas? 

¿Cuándo son negativas las abscisas y las ordenadas? 

¿Cuál es la representación de las coordenadas de un punto de manera general? 


¿Cuál es el proceso para trazar un punto? 


Construye una representación gráfica del sistema de coordenadas rectangulares 


PA A 


5. 
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Localización de puntos en el plano cartesiano 


Cuando nos encontramos en una gran ciudad, podemos localizar cualquier esquina al mencionar dos datos, el 
nombre de la calle y el nombre de la avenida que la cruza. 
En un salón de clases se puede localizar cualquier asiento con tan sólo mencionar dos dalos, cl número de 
la fila y el número de la hilera. 
Los anteriores son ejemplos de la localización de puntos en el plano coordenado. 


Representacion gráfica de los puntos 


En el sistema de coordenadas rectangulares hay una relación que establece que a cada par de números reales 
(xy) le corresponde un punto definido del plano, y a cada punto del plano le corresponde un par ínico de coor- 
denadas (xy). 

Para localizar ип punto sobre el plano se considera los signos de las coordenadas para que se ubique en el 
cuadrante correspondiente. 


Localiza en el plano cartesiano los puntos B(2,5) y G(—3, 4). 


Solución 


Localiza en el plano cartesiano los puntos МО, 2) y N( 2,0). 


Solución 


UNIDAD 1 


3 @e Localiza en el plano cartesiano los puntos P(3. sof 


Solución 


Д ©s- Representa gráficamente el triángulo formado por los puntos; A(2.3), B(-3.4) y С(-5, 7), 


Solución 


Intoducción a la geometria analitica 


70 


5 |У К1Л5.0.5). 
23 » ‚ 


RUTSOS) 


в(-3А), 


A(23) 


PG5) 
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5 es-Elabora la gráfica del polígono cuyos vértices se encuentran en las coordenadas: A(5,1), BQ, 3), C(-3, 1), 
D24) y E05). 


Solución 


EUS) 
R(-24) 


A05.) 


RO.-3) 


EJERCICIO 3 
1. Realiza lo que se indica en cada caso. 


1. ¿Cómo se localizan los puntos en el plano cartesiano, en forma práctica y con lenguaje común? 


2. ¿Cómo se relacionan las coordenadas y los puntos en el plano? 


3. ¿En qué cuadrante se localizan los siguientes puntos? 


а) M03) №) 54.9,-27) 


b) (5,0) D TBA1.-65) 


с) NGM з 
D 
: d) 02.4) 
e) PET5) K 
D Qu 
Y ROSAS) D 


Representa gráficamente los siguientes puntos: 
а) ABA), B(-2,1), C(-5, 2) 

b) C(1.3).M(0, -4), R(-6.6) 

с) S(1,6), Т(2,—5), Ц -7.2) 

а) M10), М5. -7), А32) 

€) ВО), 001,4), 0(-8,10) 

P щ 9, зуң 5,1), КАО) 
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5. Representa gráficamente los siguientes triángulos formados por las coordenadas de sus vértices: 
а) A45). B(-32) y CQ,-5) 
b) А(-27), B(6,1) y C(-4,-3) 
E) A(0,6), B(—3,0) y C(4,0) 
d) A(6, 1), B(1, 4) y C(5, 7) 
e) AC32).BQ.-8) y C(S.-2) 
P AO, 8). B(-4.-2) y C(4.-2) 
6. Elabora la gráfica del polígono cuyos vértices se encuentran en las coordenadas: 
а) A-42),B(-2,-3) C(1,-6) y D(0.4) 
b) A(-2,-5), В(5,—2), C(7,2), D(1.5) y E(-4,2) 
с) А(4,2), B(2,6), C( 4, 5), D(-7,2) y EC-1,8) 


aiii o кейби da ri corran 5 s +‏ م مقا تا 


Distancia entre dos puntos 
La distancia entre dos puntos se puede presentar en las siguientes tres formas: 


1. Sean Руху) y Para) dos puntos localizados de manera general en un plano y que pertenecen а una 
misma recta horizontal (paralela al eje ), la distancia dirigida entre los puntos es: 


Р) 


Fórmulas de la distancia 
dirigida de P, a Р.о de 
PAP 


2 А ВР. =i: 


BA =xy— 


La fórmula de la distancia no dirigida es: 


Іпа =| 


а] 
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2. Sean Р(х,у) y P(t) dos puntos pertenecientes a una misma recta vertical (paralela al eje y), la distancia 
dirigida entre los dos puntos es: 


ON) 


Fórmulas de la distancia 
dirigida de P; a Р. o de 
P,a P, 


La fórmula de la distancia no dirigida es: 


ГТ) |АР,|=|»»—»|=|» 21 


3. Sean P(t.) y Роу) dos puntos distintos que no se encuentran sobre una misma recta horizontal o 
vertical, se traza una recta que pasa por Ру, paralela a uno de los ejes coordenados y otra recta que pasa por 
el punto P, paralela al ойго eje, estas rectas se intersecarán en un punto Q(.y,) formando así un triángulo 
РОР, en el que se pueden identificar los siguientes elementos: 


Pita) У hipotenusa = |Р, =d 
сисю—Р0—(; m) 
cateto = ОР, = (у; — у) 
Риз) 
Aplicando el teorema de Pitágoras, se liene: 


(REY = (ВО +OP} 
ВВ = (ВО) +R} 
АВ = ү = +01 


Та distancia no dirigida entre dos puntos se representa por: 


а) Р(-7.2) y P48.2) b) P24) y Р4-2,—6) 
Solución 
a) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 
y 


2-72) P82) 
- - 
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Se observa que los dos puntos pertenecen a una misma recta horizontal, por tanto, la distancia dirigida entre los 
dos puntos es: 

d=PP=%- xı 
в (7) 


4=Р\|Р;=15 
b) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


у 


Se observa que los dos puntos pertenecen a 
с2а una misma recta vertical, por tanto, la distancia 
dirigida entre los dos puntos es: 


4-2-6 


2 өе. Calcula la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: 


а) A(-63)y ВО, 3) 
b) A(6.1) y B(-4,-2) 
©) P (5,2) y Pl 1.7) 
d) P (3,1) y PA7,-5) 


a) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 
y Se observa que los puntos no pertenecen a 


una misma recta horizontal o vertical, por tan- 
to, su distancia se determina por la fórmula: 


Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuación, resulta: 


d- ж xP Oa су? 
а= оте F = (FCF 


(6443 
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b) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


y Se observa que los puntos no perte- 
песеп a una misma recta horizontal o 
vertical, por tanto, su distancia se de- 
termina por la fórmula: 


PHY 


st 


щ-4—2) 


Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuación, resulta: 


=) +(уз т) 
а= Ја O = 10) ЕЗ7 
а= +9 = JIS 


d=10.44 
с) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


Pan Y Se observa que los puntos no perte- 

песеп a una misma recta horizontal о 
vertical, por tanto, su distancia se de- 
termina por la fórmula: 


Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuación, resulta: 


а= Jany +y у) 


d= 1-5 +(07+2)2 = i6) + (9) 
d= (6+81 = NT 
dr 10.8166 
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d) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


Se observa que los puntos, no pertenecen a 
una misma recta horizontal o vertical, por tan- 
to, su distancia se determina por la fórmula: 


2 а= (aa y 


PD 


PS) 


Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuación, resulta: 


da MF 
FF FSHF =y 


d= 
d= I00 +16 = I16 
4=1077 


Саў 


3 0.-Demuestra que la distancia dirigida del punto P,(5,4) al punto Pa(x.4) es х — 5 cualquiera que sea el valor 
de x, calcula la distancia entre los dos puntos. 


Solución 
Al ubicar los puntos en el plano car- 
tesiano, se observa que éstos perte- 
тесеп a una misma recta horizontal, 
por tanto, la distancia dirigida del Р 
al Pros: 


РА) 


а= РР =) – ху 
o 3 а=РР,=х 5 


«Si el valor de x es mayor a cinco, la distancia de P, а Р. es siempre positiva; es decir, Р; se ubica a la 
derecha de Ру. 

ЖОМ el valor de x es menor a cinco, la distancia dirigida de Р, a P es siempre negativa; es decir, Р. se 
ubica a la izquierda de Pı. 
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Mediante la fórmula de distancia entre dos puntos que no pertenecen а una misma recta horizontal o vertical, 


se puede comparar que: 
а= ВВ = о ху у 
а= в, = Ja- +a- = JF FOF 
d= RR = а)? 


d=RP=x-5 
La distancia dirigida de Руа P es: 


а=Р.Р, 
РР 


п | Six > 51а distancia es negativa. 
x f six<5ladistancia es positiva. 


Д ее. по de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a = J13 es el punto А(—1,—5), si la abscisa 
del otro extremo es 2, calcula su ordenada. 


Solución 
Sustituyendo los datos cn la fórmula de distancia entre dos puntos, resulta: 
NS 


51 elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuación se tiene: 


лз), 
13=9+ y" +10у+25 
y +10y+34-13=0 


Ecuación di ido grado 
#10 +21=0 } چ‎ a 


con una incógnita o cuadrática. 


La ecuación anterior puede resolverse por los siguientes métodos: 
Fórmula general Factorización 


YF 10y 421 
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Al ubicar los puntos y los resultados en el plano cartesiano se tiene: 


y 


Las ordenadas de los extremos —3 0 —7, 
ya que ambos valores satisfacen la condición del problema. 


5 өз. Demuestra que los puntos A( 3,4), B(3,2) y C(6.1) son colincales. 
Solución 


Al graficar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


Al calcular la distancia entre los puntos se 
tiene: 


d= (aa) + YF 


аав = ¡GA QA = (6F +F 
ААВ (36+4 
ГАВ = (40 
авс = (6—3) (1—2) ЧАС = V63F +0142 
авс – «аз +1 = OFT d4 AC = JOP +39 = TFS 
аВС = JIO ФАС = 490 
ААС = (АВ + ВС 
¥90 = J40 110 
39010) = (4010) + IO 


зло = 3V10 


Los puntos son colineales. 
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6 e9-Dos de los vértices de un triángulo cquilátero son los puntos АС З.Л) y B(1,1), calcula las coordenadas del 
tercer vértice. 


Solución 


Por definición un triángulo equilátero es el que tiene sus tres lados iguales, es decir: 


ПАВ = (АС = (ВС 


Al determinar la distancia del lado АВ, se tiene: 


dl xP F 
4АВ= Хаз 601-17 


dAB= (4F + (OF = J16 


dAB=A 
ФАС = +37 +(у—1* аВС = Ja- 0—17 
(усо) (4= уату тх) 
16=(1+3P +(у 1) 16=(1-12 +y- 12 
16=3 +6х+9+у° –2у+1 16= 2° —2х+1+ y —2у+1 
16 = х? +6х + у? —2y+10 16= х1 —2х+у*%—2у+2 


Сото ФАС = d BC; se igualan las ecuaciones, entonces: 


2+ کر 24 = ۱۵+ ہے - y‏ + 6۸+ کر 
бх+2х=2—10‏ 
=8 


Al sustituir el valor de x en cualquiera de las ecuaciones, resulta: 


16 = + Gr +) 2y4 10 


16 = (1P + 6 (1) +} — 2y + 10 
6+y-2y+10 
y 54 16=0 
y 2y 11 =0 } Ecuación cuadrática o de segundo grado. 
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Dado que es una ecuación cuadrática, se resuelve por fórmula general, así: 
b+ J? sac 
2а 


2+ C2 А01) 
20) 
AV _ 2+48 246.928 
тї E 
_ 8 


26.928 _—4928 


y 


Y 


Las coordenadas del tercer vértico son: 
CE 14464) y O (1, 2.464) 


La representación gráfica es: 


_7 9-Calcula las coordenadas del punto que pertenece al eje x y que equidista de los puntos A(—2.—7) y B(1.5). 
Solución 
Equidistar en geometría significa que dos puntos se encuentran а igual distancia de un tercero. 


Como el punto que se busca pertenece al eje x, tenemos Р(х,0). La distancia entre los puntos dados con su 
punto equidistante es: 


d= 0-х? +05 


ФАР = [0127 40077 аВБ = {ех 12 400—5) 
244144449 АВР = "2x4 1425 
ФАР = үх +4х 453 аВР = ух? —2х+26 
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Сото dAP=dBP se igualan las ecuaciones, entonces: 


Ма ахз = 2 23426 


Elevando al cuadrado ambos miembros de la ceuaci 


tenemos: 


(Vasa =F 27+26) 6x=-27 
Ж +4х+53= д —2х+26 


4х-+2х =26—53 


Las coordenadas del punto que pertenecen al eje x y que equidista de los puntos 


A(-2,-7) y B(1,5), ев P(-45.0). 


La representación gráfica es: 
y 
A15) 
ES 
> 
0250) 
` 
a 
EJERCICIO 4 
> 1. Calcula la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: 
E 1. AL-25) y B(4,-3) 4 S2 Y 7-3,8) 
2. A(6,-2) y (—7,—2) 3. L(04) y В(9,—2) 
: 5 9 3 11 
ў 2 ум|-з, 6 ul |уу. 
ЕШ 
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Il. Calcula la abscisa del punto В, si se conocen la abscisa del punto Ay la distancia entre dos puntos (todos 
los problemas presentan doble solución). 


1. А8): dAB=dBA=3 3. ACI: dAF= (ВА 5 


¡BA=4 4. А10): dAB=dBA=8 


2. ACS); ФАВ 


11. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Опо de losextremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a 17 es el punto 4(1, 11); si la ordenada 
del otro extremo es 4, calcula su abscisa. 


2. Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a 4 ев el punto P(2, -2): si la abscisa del 
otro extremo es 2, calcula su ordenada. 


3. Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a 10 es el punto B(-3.6): si la abscisa 
del otro extremo es 3. calcula su ordenada. 


4. Uno de losextremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a 4 es el punto A(4,1); si la ordenada del 
otro extremo es —2, calcula su abscisa. 


5. Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a JTE esel punto А(- 6.2); si la ordenada 
del otro extremo es — 1, calcula su abscisa. 


IV. Demuestra, mediante la fórmula de la distancia, que los siguientes puntos son colineales. 


1. А(—34), B(5,7) y C(11,9) 3. А(—1,—2), В(3,—10) y (44) 
2. A(10,1),B(6,-1) y C(2.-3) 4. AC-42),B(4,6) y С®В) 
V. Demuestra que los siguientes puntos son los vértices de un triéngulo isósceles. 
1. 4222), B(3.1) y С(—1,—6) 3. A(-6,-6),B(-22) y CQ,-2) 
2. A(-2,-4),B(-5,-1) y C(-6,-5) 4. AC64),B05,-3) y С(—1,—1) 
М. Domuestra que los siguientes puntos son los vórticos do un triángulo rectángulo. 
1. AB2).B(-2.-3) y СО.) 3. KGS), 1172) y МА. 2) 
2. P(-2-8)Q(-6,-1)yR(0,-4) 4. X(25), K8,-1) y 22,1) 


VII. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Demuestra que la distancia dirigida del punto A(2,3) al punto B(x,3) es x — 2 cualquiera que sea el valor 
dex. 


Demuestra que la distancia dirigida del punto P,(8,4) al punto P,(8,y) es y — 4 cualquiera que sea el valor 
dey. 


3. Calcula las coordenadas del punto que se encuentra sobre el eje х, que es equidistante de los puntos 
A(14,-2) y B-4.6). 


4. La ordenada de cierto punto Р es el doble de su abscisa. Dicho punto equidista de M(-3,1) y N(8.—2); 
encuentra sus coordenadas. 


5. Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual а 24/3 es el punto A(1.0); si la ordenada 
del otro extremo es —3, calcula su abscisa, 


6. Dos de los vértices de un triángulo equilátero son los puntos A(—5,2) y B(-5, 7), calcula las coordenadas 
del tercer vértice. 
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7. Dos de los vértices de un triángulo equilátero son los puntos A(7,2) y B(2,2). calcula las coordenadas 
del tercer vértice, 


8. Demuestra que los puntos siguientes son los vértices de un paralelogramo. 
а) A42), В0,6), C(6.8) y 84) 
b) А(1,5), 8(—2,-1), C(-1,-5)y D(2.1) 
9. Calcula las coordenadas del punto que equidista de los siguientes puntos fijos. 
а) A(8,2), B(-3.-3), C(-6, 2) 
0) A(B8), B(-2,-7), С(—4,—3) 
© A23),B(4, 1), С(5,2) 
ау A42), B(-3,-2), C25) 


10, Sean A(0,0), B(3.0), C(42) y D(1,2) los vértices de un paralelogramo; calcula la longitud de sus dos 
diagonales, 


(O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente. . 


División de un segmento en una razón dada 


Para determinar las coordenadas de un punto P que divide a un segmento cuyos extremos son Р(х,у) y 


ВР 
Рухъуз), en la razón г = т „se aplica el siguiente procedimiento. 


o 0010) КЛ TES 


«Por los puntos Pj, Р y P se trazan perpendiculares a los ejes coordenados; como las rectas paralelas 
P,0,. РО y P,Q, intersecan segmentos proporcionales sobre las dos transversales P,P; у 0,0. Por lo 


tanto, la razón es == _ A2, 
PP, QQ, 
»ZLas coordenadas de los puntos trazados sobre el eje x son: @,(x,.0), QG.0) у 00.0) y sobre el eje y 
son: А01), ROY) у ROY. 
+ZLa distancia dirigida de los segmentos 0,0 = x — x y 00 
razón, así: 


tz — x se sustituye en la ecuación de la 


AP_Q0_x-x5 


оо. 
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Despejando рага х, resulta: 


пл 
1+7 


donde r > -1 


»ZLas rectas paralelas PR, PR y PR; intersecan segmentos proporcionales sobre las dos transversales 
АР RR 


PP, RR, 


P,P, у RıRz Por lo tanto, la razón es r= 


«TLa distancia dirigida de los segmentos R,R 
razón, asi: 


', se sustituye en la ecuación de la 


Despejando para y, resulta: 


donde r=-1 


Teorema 


Las coordenadas de un punto P que divide а un segmento cuyos extremos son Pixy) y РА х,у) en la razón 


АР 
r= som 
PR 


г ر‎ 
+7 Vr 


donde r=-—1 


Si P(t) es el punto medio del segmento P,P, la razón es igual a la unidad (r = 1), es decir: 


y 
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Р 
Si r= y como P,P = PP% resulta: 
РР, 


n+ 
1+7 

¿0 

141 


aia 


Corolario 


Las coordenadas de un punto P. que es el punto medio de un segmento. cuyos extremos son Pitx.) у 
Pax y) en la razón r = l son: 


Cálculo de la razón cuando un segmento 
se divide en n partes iguales 


Si un segmento se divide en n partes iguales, la razón para determinar las coordenadas de cada punto que divide 
a dicho segmento, se calcula de la siguiente manera: 


а) Si el segmento AB se triseca (dividir en tres partes iguales), la razón para cada punto es: 
Parael punto Р,. se tiene: 


AP, _1 —> un segmento 
RE 2 —— dos segmentos 


Paracel punto Ру: 


b) Si el segmento AB se divide en cuatro partes iguales, la razón para cada punto es: 


AR 


Para el punto Ру: 


Para el punto Ру: r= 


Parael punto Ру; r 
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с) Si el segmento AB se divide en cinco partes iguales, la razón para cada punto es: 


Para el punto Ру: 


Para el punto Pa: 


Para el punto Py: 


Para el punto Py: 


Criterios de aplicación 
Los siguientes criterios ayudarán a comprender la posición del punto que se busca en el segmento dado. 
1. Cuando la razón es positiva, el punto que se busca estará situado entre los puntos dados del segmento. 


Ejemplo 


Segmento AB, P punto que se busca, La 
А razón es positiva. 


2. Cuando larazón es negativa, el punto buscado estará situado fuera de los puntos dados del segmento. 


Ejemplo 


Segmento AB, Р punto que se 
busca. La razón es negali 
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PEMOS + 
a -Determina las coordenadas del punto P que divide al segmento acotado por A(8,2), A(-577) en la razón 


Se sustituyen los datos del problema en las siguientes fórmulas, así: 


ntm 
ver 
3 
в ¿jes 
4 
+ 
4 
17 29 
Las coordenadas del punto buscado son P 22 | 
La representación gráfica es: 
Г 
ҳа) 
т°п 


\°-Е1 extremo del diámetro de una circunferencia de centro P,(7,-6) es Р.(2,2); determina las coordenadas 

P(x,y) del otro extremo. 
» Ppa 
Solución 
Al ubicar los puntos en el plano 
cartesiano, se observa que P,P y РР; 
son de sentido opuesto la relación r debe 
ser negativa, asf: 
BE. A 


Рә 2 
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Se sustituyen los datos del problemas en las siguientes fórmulas, así: 
ntm y ъз. 
ter k 1+7 


mijo Jo ja Ja 
CoN oa 3) 


Las coordenadas del punto buscado son P(12,—14). 


х=12 


3 ө+-Епсистга las coordenadas de los puntos que trisecan (dividir un segmento en tres partes iguales) al segmento 
formado por A(2.-4) y B(8.12) y determina el punto medio del segmento. 
Solución 
Al ubicar los puntos en el plano cartesiano, se observa que: 
¥ R.12) 
Para determinar Рх). la razón es: 


АВ 1 


ав 2 


Al sustituir los datos del problema en las si- 
guientes fórmulas, resulta: 


n+ z+ 
Ver Hr 
1 
2+)» 4+)» 
2 = 2, 
A AA 
57 1+ 
1+ 2 2 
х=4 4 
y 3 
pe ہے‎ 
= 
Al sustituir los datos del problema en las siguientes fórmulas, resulta: 
At + 
Ver mr 
24 (2X8) 4102012) 
+2 1+2 
1=6 
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Para determinar el punto medio, Pm, se sustituyen los datos dados en las siguientes fórmulas, así: 


nti y HEY 
2 2 
4412 
وھ‎ yA 


Las coordenadas del punto que trisecan al segmento dado son fas) y 2(6 
medio del segmento dado son Pm(5.4). 


Д 09-Los extremos de un segmento son los puntos P,(7.4) y РС 1,4); encuentra el punto P(x,y) que divide a dicho 
segmento en dos partes tales que EF: PA =—3. 


Solución 


3, de tal forma que, las coordenadas de Р, son: 


Abscisa Ordenada 


f хте 
х(1++л) = +X 


mtt 
х= A 
ler 


Las coordenadas del punto buscado son P(11,8). 
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Introducción a la geometria алаййса 


Al ubicar los puntos en el plano cartesiano, se observa que: 


y БЕ 


P04) 


Como la razón es negativa, el 
punto que se busca debe quedar 
3 fuera del segmento P,P. 


Ру-1—4%) 


5 es-Los puntos medios de los lados de un triángulo son (1.1), (4,2) y (2,5); encuentra las coordenadas de los tres 
vértices. 


Solución 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


A, В y С como los vértices del triángulo, para determinar sus coordenadas se emplean las fórmulas para las 
coordenadas del punto medio, así 


Parael Pm de AB 


ntn 
کاک‎ 
ri 
ي‎ 
2 
4=х,+х» (D a 
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Para el Pm de AC 


BD 2=Mt (4) 


B=ratie (5) 4=у›+Ус (6) 


Al resolver las ecuaciones (1) y (3). resulta: 
4=ху Ya (1) 


2=X4 + xe (3) al multiplicar por (- 1). se tiene: 


4= ر‎ +x (1) 
e (3) 


ra 


Е Al despejar Xe de la ecuación anterior y sustituir en (5), resulta: 


B=Xj+Xc (5) 
8=x1 + (5-2) 


Al sustituir el valor de xy en la ecuación (1), se tiene: 


4=u + (0 
4=x,+5 


u=- 
Al sustituir el valor de x4 en la ecuación (3), resulta: 
2=4 tze (3) 


2= -143e 
хе=3 
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Introducción a la geometria analitica 


Al multiplicar la ecuación (4) por 1 y resolver simultáneamente con la ecuación (2), resulta: 


Al despejar уг de la ecuación anterior y sustituir en (6), 


А=увіус © 


4=Ya + (ув > 8) 
2ys=8 4+4 
)=6 


Al sustituir el valor de y, еп la ecuación (2), se tiene: 


10=% FY, (2) 


Al sustituir el valor de y, en la ecuación (4), resulta: 


2=Y bye (4) 
2=4 Ye 


Je 


Por lo tanto, las coordenadas de los vértices del triángulo son: 


А-ТА). В(Ѕ,6) y С(3,-2). 


División de un segmento lineal 


Determinar las coordenadas de un punto P(x.y) que se encuentra sobre un segmento P,P». de manera que el 
segmento P,P sea una fracción dada del segmento total P,P. En la gráfica siguiente, se observa que P,(X,.y1) 
y РАх„у;) son los extremos del segmento FE, así Р(х,у) es un punto de dicho segmento que se ubica en la 
Ê. donde kes un número real cualquiera. 

iP 


relación K 
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PY) 


T 
{ 
| 
| 
| 
| АҺ, nA 
Е 


ms 4-3 
(09) pi 
Е лау) казо х-л= а-а) 


x= FEO д) 


К 


Fórmulas para determinar las coordena- 
dasde un punto P(x,y) que зе encuentra a 
t= 2 de un segmento РР 


Criterios de aplicacién 


Si 0 <k < =|, P se encuentra sobre el segmento AP. 
2. Si k=0, P coincide en el extremo P}. 
3. Si k= 1, P coincido en el extremo Pa. 
4. Sik> 1, Ре encuentra sobre АР;, pero по sobre el segmento AP. 
5. Si k <0, P se encuentra sobre BF, pero no sobre el segmento AA. En este caso los segmentos dirigidos 
BP y PR, tienen signos diferentes. 
EJEMPLOS - 
2, 
Е -Determina las coordenadas del punto P(x,y) que se encuentra а los + a partir del segmento A(-9,6) hacia 


E B(.-2). 


Solución 


Al ubicar las coordenadas en el plano cartesiano resulta: 


AO 


Pa т 


Гоа) 
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Intoducción a la geometa analiica 


Al sustituir los datos del problema еп las siguientes Formas, se tiene: 


rx, +k(1—1) y=3+k(23) 
4 
=94+ 7749) ЕЕЕ 
5079) у=6+5( 
в 
-94% 
+ 5 
19 
= y 


Por lo tanto, las coordenadas del punto buscado son de 3 
2 e.-Determina las coordenadas del punto P que ве encuentra a los Ž a partir del punto A(3,—5) hacia 216,10) y 
comprueba el resultado mediante la fórmula de la razón. 4 


Solución 
Al representar gráficamente se tiene: Al sustituir los datos dados en las 


siguientes fórmulas, resulta: 


y rx, +k(x,x,) 
20610) 3 
ا ا‎ 


3 
х= +40) 


гр 1=525 


y=y+k(y =y) 
3 

=-5+2(10+5) 

y гез 


3 
al > = 505 
y=625 


АЗ.—5) 


Por lo tanto, las coordenadas del punto buscado son P(5.25.6.25). 


Para comprobar los resultados por la fórmula de la razón, se sabe que: 
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Al sustituir los puntos del problema en las siguientes fórmulas, resulta: 


ntm ار‎ 
Ver те 
+ (3)(6) 
1+3 

х=525 


Por lo tanto, se comprueba que las coordenadas son P(5.25,6.25). 


EJERCICIO 5 
; 1. Con ayuda detu profesor, resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute el proceso de solución. 


+ Encuentra las coordenadas de un punto Р(х,у) que divida al segmento acotado por Pi(—2.5) y PAC10, 2) 


en la relación r 


Si el punto P($, 4) divide al segmento acotado por los puntos P,(14, 12) y Руху) en la rela 
=2, encuentra las coordenadas de Pa. 


Encuentra las coordenadas de los puntos que Irisecan al segmento A(3, -5) y А(6.10) y determina su punto 
medio. 


. Los extremos del diámetro de una circunferencia son A(3.-2) y (5.6), encuentra las coordenadas del centro. 
5. Encuentralas coordenadas del punto Р(х,у) que divide al segmento acotado por los puntos A(2, 1) y B(T,3) 


en la razón r = ~3. 


j. El extremo del diámetro de una circunferencia de centro С(6, -2) es A(2.4), encuentra las coordenadas 


BX) del otro extremo. 


. Determina la ecuación algebraica que expresa el hecho de que el punto Р(х,у) equidista de los dos puntos 


A(2,2) у B(9.9), encuentra las coordenadas de dicho punto. 


Los extremos de un segmento son los puntos A(—3,— 1) y B(5.7), encuentra el punto Р(х: у) que divide a 
este segmento en dos partes, tal que, BP: 


.. En los siguientes ejercicios se dan los puntos medios de los lados de un triángulo, encuentra las coordenadas 


de sus tres vértices. 
а) (2,-3),(5,2) y (-2,1) с) (6,1), (333) y (1.-3) 
b) (5.9, 6,-2) y (3,2) d) (8,0),(-4,7) y (2,1) 


5 
Determina las coordenadas del punto PGy) que se encuentra а los Z a partir del segmento A(2.4) hacia 
юв, 4). 


. Encuentra las coordenadas de los puntos que dividen al segmento acotado por A(9, -3) y В(—2.7) en cuatro 
partes iguales. 

. Encuentra las coordenadas del punto P(x,y), tal que, k z ‚ para los siguientes casos; 

И 3 


а) A(4.-2). B(12.8) yk © AC-2.1.B(64) y k= 


® 
b) AQI), B(-2,-3) yk=2 d) A-2,5), B(10.1) y == 
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13. 


14 


15. 


16. 


LA 


18 


19. 


20. 


B 


24. 


25. 


Intoducción a la geometria алаййса 


€) AG,-6),B(-52) y k 


P) AUS), B(S,-2) y к=-5 


Comprueba los resultados del problema anterior, aplicando la Fórmula de la razón. 


Encuentra las coordenadas del punto medio para cada uno de los siguientes segmentos, cuyos extremos 
зо 


а) A(5/2,243) y В(—2./3,—/3) с) AQS5) y В(8,-1) 
b) А(-46)уВІЗ. 2) d) AZ) y BG.-5) 


Encuentra las coordenadas del punto Р que se encuentra а. a partir del punto A(-6:4) hacia ВО, 8); 
comprueba el resultado por la fórmula de la razón. 3 


Los vértices de un triángulo rectángulo son A(2,-2), B(-8,4) y C(5,3), demuestra que el punto medio 
dela hipotenusa equidista de los tres vértices, 


Los vértices de un triángulo son A(2,—1), B(-4,7) y C(8.0), encuentra para cada una de las medianas, 
el punto de trisección más cercano al punto medio del lado correspondiente. Demuestra que este punto 
esel mismo para cada una de las medianas y, por lo tanto, que las medianas concurren en un punto que 
se denomina centro de gravedad o baricentro del triángulo. 


Los extremos de un segmento son los puntos P,(—10,-4) y Pa(2.6), encuentra la razón ВР: РР. en 
que el punto P(-3, D divide al segmento. 


‘Tres de los vértices de un paralelogramo son A(1,1), B(9,2) y C(11,6), encuentra las coordenadas del 
cuarto vértice D, si sabe que es opuesto a B. 


Encuentra las coordenadas del punto Р(х,у) que divide a cada uno de los siguientes segmentos, en la 
razón dada. 


а) Аб. yB(13)enr 


ау AMDY вал) ел2 


al 


В) AQ) y BO, -4)enr= 


O ACTA y BB2) en r=— ГАЙ, 2) y BD enr=2 


El extremo de un segmentoes el punto A(2, 7) y su punto medio es (2, 3), encuentra las coordenadas 
del otro extremo. 


. Determina la ecuación algebraica que exprese que el punto P(x,y) equidista de los dos puntos А(— 1,2) 


y B4.-1) 


j. Determina las coordenadas del punto P(x.y) que divide al segmento AR en la razón k=3, en los ex- 


tremos del segmento A( 2, 5) hacia (6,9). 
Una recta está determinada por los puntos A(.3). B(6.5) y Р es un punto que divide al segmento en la 


razón К. Si laabscisa de Р 5 ¡cuáles el valor dek? 


Encuentra las coordenadas del punto Р que son iguales, y equidistan de los puntos АС 6,4) y ВО, 8). 


Di A Ree 
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Área de un polígono en función de las coordenadas de sus vértices 
Área de una región triangular 
Sean Руху), РУз) y Palta) los vértices de un triángulo, su área se puede obtener sumando las áreas de 


los trapecios О, Q; P,P, y Q,Q,P¿P, y restando el área del trapecio Q, О„Р;Р\. Dichas áreas de los trapecios 
se forman trazando perpendiculares de los vértices del triángulo al eje x. Es decir, 


Рух) 


‚Рзд 
| 


оо) оло) ол» F 


El área de un trapecio es igual al producto de su altura por la semisuma de sus bases (lados paralelos): por 
lo tanto, el área del triángulo P, PP, es: 


А = área del trapecio О.О, РР, + área del trapecio 0,0,P,P, — área del trapecio O, O, Pa Pi. 
a= (ao +) Јо) е а +) 

2, ы > 27 f ad 2)" e 
А =» +» FAY: уз ~a ~a) 


El área resultante puede expresarse en una forma más sencilla para recordar, es decir: 
Esta fórmula también se emplea 


рага determinar el área de cualquier 
polígono. 


Considera que el primer renglón se repite al final con el fin de facilitar la operación. 
Si los vértices se ordenan en la fórmula en sentido contrario al de las manecillas del reloj, el área resultante 
es de signo positivo; en caso contrario será negativa. 
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Introducción a la geometria алаййса 


EJEMPLOS . 
E 


f- Encuentra el área del triángulo cuyos vértices son los puntos A(3.2), В(7 А) y C(-2.5). 


Solución 


Al sustituir los datos en la fórmula 
anterior, resulta; 


AN 


З: 8 
з rji 74 
ж y| 2-2 5 
KW 3 2 


[BXH HO HEN) (3)(5) — (214) —(7)(2)] 


1 2 
A=>(124-35 4154814) 
20 =; 


А = 11 unidades cuadradas 


2 ө•-Епсиспіга el área del polígono cuyos vértices son los puntos A( 7.-3). B(-4.6). C2.8). D(6.2) у ЕЗ5). 
f Solución 


Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


A partir de la gráfica, los vértices 
se ordenan en el determinante en el 
sentido contrario de las manecillas 74 
del reloj, es decir: 


Ya 
Xe de Fi 
Xn Yo 
хе Ye | 
э فر‎ 
% % A3) 
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Al sustituir los datos en la fórmula anterior, resulta: 


[(—1)(—5) +(3)(2) + (6(8) +(216)-+ (4-3) — (—7)(в) —(-41(8) — (2)(2) —(6)(—5) —(З)(—3)] 


2 
A DOS 16148412412 4232 443049) 


— 111 unidades cuadradas 


2 


Por lo tanto, el área del polígono son 111 unidades cuadradas. 


Porímetro 


Es la suma de las longitudes de los lados de una figura plana, matemáticamente se representa por la letra P 


(mayúscula). 
Semiperimetro 
Es la mitad del perímetro que se representa por la letra p (minúscula) y matemáticamente se hace notar por 
+ 

EJEMPLOS . 


$ 
ча Encuentra el área, perímetro y semiperímetro del polígono cuyos vénices son: А(—8,2), B(—1,5), C(T,—1) 
S, y D(-2.-6). 
Solución 


Al ubicar los vértices en el plano cartesiano se tiene: 


UNIDAD 1 


Introducción a la geometria analitica 


A partir de la gráfica, los vértices se ordenan en el determinante en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj, es decir: 


Xa da 23 2 
ж Yo 2-6 
1 1 

A= ze Je д=_ 
Xa Уп 
Ja Ул 


(—8)(—6) +(—2)—1)-+(7)(5)+(—1)(2)—(—8)(58)—(—1)(—1)—(7)(—6)—(—2)(27] 


(ав +35—2+-40—1+-424-4)= 199 —84 unidades cuadradas 


Para determinar el perímetro, se calculan las longitudes de los lados del polígono dado, es decir: 


ААВ = (1+8) + (5-27 аВС = (7+1) HIS 


САВ = (49+9 =7.616 АВС = /61+36 =10 
асо a HF ESE 
аср = {81125 =10.296 аТА = {56 164 =10 

El perímetro del polígono es: 


P=dAB+ABC+4CD+UDA 

P=7616+10+10.296+10 

P x 37.912 unidades de longitud 
El semiperímetro del polígono es: 


Р 37912 


18.956 unidades de longitud 


je- Las coordenadas de los vértices de un triángulo son A(—4,2), B(-2,—3) y С(6.4), encuentra el área, perímetro 
y semiperímerro. 


Solución 
Al ubicar los vértices en el plano cartesiano se tiene: 


AI sustituir los datos de cada punto en la 


fórmula del área, resulta: 
х Ж. a # 

| 123 

ш ус [25| 6 4 

Ya 4 2 
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1400-3) +(—2)04) +(6)(2)—(—4)(4)—(6)(—3)—(—2)(2)] 


= 27 unidades cuadradas 


(12-8412416 +18 +4)= 


Las longitudes de los lados son: 


d АВ=\(—2+4} (3 d ВС= (642) +(4437 
а AB=4/44-25 5.385 а ВС = (64149 10.63 


а AC= (6+47 +(4-2F 


d АС = 100+4 5210.195 


Perímetro: Semiperímetro: 


P=d AB+d BC+d АС El 
5.385 + 10.634-10.198 


Р = 26.213 unidades de longitud 


ют 


= 2 
р 13.1065 unidades de longitud 


EJERCICIO 6 
1. En equipo encuentren el área, perímetro y semiperimetro para los siguientes triángulos cuyos vértices son: 
1. AG.-4).B6.2) y C(7.-3) 4. AD. B(-2.1) y C(-53) 
А B(6,4) y С(8, 5) 5. A(7,-3), B(-22) у С(6,4) 


3. А(—4,—1у B(-2,-6) у С(5,-2) 6 AUA), B(3,-9) y C(-5,2) 


Il. Encuentra el área, perímetro y semiperimetro para los siguientes polígonos cuyos vértices son: 
1  A(-5,-2), B(2,-4), С(5,1), D(2,7) y E(-2,5) 
2. AC-3.3). BG.2). СЛ) y D(-1.6) 
з. A3,-2, B(-7,1), C(-2,8), D(1,5) y E(6.3) 
4. А41), В0,6), C(O,—1) y D-1,-5) 


5. A(-5,1), B(-46), C(35), D(7,2) y EQ,-4) 
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Intoducción a la geometria analitica 


1. Resuelve los siguientes problemas 


10. 


п. 


14. 


A nn 


.. El área de un paralelogramo son 12 unidades cuadradas, dos de sus vértices son A(—1,3) y B(-2, 


¿Para qué valores de ordenada y tendrá el siguiente triángulo de vértices A(—3,4), B(6,1) y C(4,y) una 
área de 25 unidades cuadradas? 


Demuestra que las rectas que unen los puntos medios de los lados del triángulo cuyos vértices son 
A(-1.5), B(-4,-6) y C(-8.-2); dividen a dicho triángulo en cuatro triángulos de áreas iguales. 


+ encuentra las coor- 


11 1 3 
Los puntos medios de los lados de un triángulo son | г; Ne г | y | 7 
denadas de sus vértices, el área, perímetro y semiperímetro. 


Encuentra el área, perímetro y semiperímtro del paralelogramo que se forma al unir los puntos medios 
delos lados de un cuadrilátero cuyos vértices son: A(4,1), B(3,4), C(0,3) y 0С 3,0). 


Encuentra el área del triángulo cuyos vértices son A(0.0), B(1.2). y С\З, 4), y comprueba el resultado 
por la fórmula de Herón para el área del triángulo en función de sus lados. 


Los vértices de un triángulo son A(3.8). B(2.- 1) y C(6.— 1): si Р(х,у) es el punto medio del lado BC. 
calcula el área del triángulo ADC. 


Encuentra cl área del triángulo cuyos vértices son A(2, 2), BC 8,4) y C(5.3), y comprucba el resultado 


por la Fórmula A р 


.. Епсиепгае1 área del triángulo cuyos vértices son A(1,—3), B(3,3) у C(6,— 1), y comprueba el resultado 


por la fórmula de Hern. 


. Los vértices de un rectángulo son A(4.8). B(8.6). C(6.2) y D(2.4): 


а) Determina el área del triángulo ABC. 


b) Demuestra analiticamente que el punto medio de la hipotenusa del triángulo ABC es equidistante 
de cada uno de los tres vértices. 


с) Demuestra que el área del rectángulo es el doble que la del triángulo ABC. 


Dado el triángulo A(2,3). 8(5.7) y СС 3,4). calcula la longitud de la base ВС, la longitud de la altura 
que pasa por A y el área del triángulo. 


Determina el área del paralelogramo, tres de cuyos vértices son los puntos A(—2,3). B(4.—5) y 
C(3). 


. Dados los vértices consecutivos de una lámina homogénca pentagonal A(2,3), B(0,6), С( 1,5), 


000,1) y E(1.1), determina el área, 


). 
Si el punto de intersección de sus diagonales está situado en el eje x, encuentra los vértices faltantes. 


El área de un triángulo son tres unidades cuadradas, dos de sus vértices son А(3,1) y B(l,—3). Sî el 
tercer vértice está situado en el eje y, encuentra las coordenadas del vértice C. 
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Gráfica de una ecuación y lugares geométricos 


En el estudio de la geometría analítica, se presentan dos problemas básicos que son inversos entre sí. 


1. Dada una ecuación, determina el lugar geométrico que representa, es decir, traza la gráfica correspon- 
diente. 
2. Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, establece su ecuación matemática. 


Lugar geométrico o gráfica de una ecuación 


Si tenemos una ecuación de dos variables en la forma f (x,y) = 0, normalmente una infinidad de pares (х,у) 
satisfacen dicha ecuación, los cuales se representan como puntos del plano cuya coordenada es (х,у). 

El conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuación, se llama gráfica de la ecuación, o bien. 
su lugar geométrico. 

Otra definición importante establece: si Таз coordenadas de un punto satisfacen una ecuación, dicho punto 
pertenece a la gráfica de la ecuación, o si un punto está sobre la gráfica de una ecuación, sus coordenadas sa- 
tisfacen la ecuación. 

Para trazar la gráfica de una ecuación dada, debemos conocer algunas de sus propiedades, como son: inter- 
secciones con los ejes, simetrías, rango de valores de las variables o extensión de la curva, asíntotas, etcétera, 


Análisis de una ecuación 
Consiste en conocer ciertas propiedades de la ecuación antes de trazar su gráfica. 


Intersección con los ejes coordenados 


La intersección de una curva con el eje x es la abscisa del punto de intersección de la curva con el eje x, así, la 
coordenada de ese punto es (x,0). 

La intersección de una curva con el eje y es la ordenada del punto de intersección de la curva con el eje y; 
la coordenada de ese punto es (0.y). 

Para determinar la intersección de la gráfica con el eje x, debe sustituirse y = 0 en la ecuación y resolver 
para la variable x, los valores resultantes dan los puntos de las abscisas, donde la curva corta aleje x. De manera 
similar, cuando se пасе x = Oen la ecuación, los valores resultantes de y dan los puntos de las ordenadas, donde 
la curva corta al eje y. 


EJEMPLO . 
E n 


Sea la ecuación x? + 2y 


4, determina las intersecciones con los ejes coordenados. 


Solución 


Al hacer) 


=0, se tiene: = 4 } Al despejar x resulta: 


ьш Por lo tanto, las intersecciones con el eje x son (2,0) y (2,0). 
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Cuando x = 0, se tiene: 2y = 4 } Al despejar y resulta: 


4 


y 


y= 


Por lo tanto, la intersección con el eje y es (0,2). 


Simetría 


Se refiere a la posibilidad de que alguno de los ejes coordenados sea eje de simetría o que el origen sea el centro 
de simetría de la curva. 

Dos puntos son simétricos respecto а una recta si dicha recta es perpendicular al segmento que los une en 
su punto medio. 

La recta respecto a la cual los dos puntos son simétricos se denomina eje de simetría, 


и 


Los dos puntos Р y Q son simétricos res- 
pecto al eje de simetría М, siempre que 
в e la recta M sea perpendicular al segmento 
РО en su punto medi 


Dos puntos son simétricos respecto a un punto O. si O. es el punto medio del segmento que los une. 


Р @ Losdos puntos Ру Q son simétricos 
м respecto al centro de la simetría O siem- 
s pre que O sea el punto medio del segmen- 
to PQ. 


«Se dice que una curva es simétrica respecto a un eje de simetría cuando para cada punto de la curva hay 
un punto correspondiente, también de la curva, tal que estos dos puntos son simétricos respecto al eje. 
«Se dico que una curva es simétrica respecto a un centro de simetría O cuando para cada punto de 
la curva hay un punto correspondiente, también de la curva, tal que estos dos puntos son simétricos 

respecto а 0. 


Simetría respecto al eje x 


Si la ecuación de una curva no se altera cuando la variable y es reemplazada por —y. se establece que la curva 
es simétrica respecto al eje л. Para todo valor de x en esta ecuación le corresponden dos valores numéricamente 
iguales de уеп valor absoluto pero de signos contrarios. 
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Ejemplo 


Sea A(t.) un punto cualquiera de una parábola, si la curva es simétrica al eje х, existe otro punto A'(a,b) 
sobre la curva, donde el segmento АА? queda dividido perpendicutarmente por el eje x y si el punto medio 
del segmento ЛА? es C(x.0), entonces al aplicar las fórmulas del punto medio, se tiene: 


yo ER 

2 

20) =3 +0 
y+b=0 
b=-y 


A) 


Simetría respecto al eje y 


Si la ecuación de una curva no se altera cuando la variable x es reemplazada por —x, se establece que las curva 
es simétrica respecto al eje y. Para todo valor de x en esta ecuación le corresponden dos valores numéricamente 
iguales de x en valor absoluto pero de signos contrarios. 


Ejemplo 


Sea B(x) un punto cualquiera de una parábola: si la curva es simétrica al eje y. existe otro punto B'(a.b) 
sobre la curva, donde el segmento ВВ? queda dividido perpendicularmente por el eje y y si el punto medio 
del segmento ВВ? es C(0,y), entonces al aplicar las fórmulas del punto medio, se tiene: 


p tê y+b 

2 2 

20) =x 44 2y=y+b 
x+a=0 y 


B(-xy) 


La simetría respecto al eje x y respecto al eje y, establece: una curva es simétrica respecto a un centro de 
eje de simetría cuando cada punto de la curva tiene un punto correspondiente, tal que, estos dos puntos son 
simétricos respecto al eje. 
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Simetría respecto al origen 


Si la ecuación de una curva no se altera al reemplazar x por xy y por у, se establece que la curva es simétrica 
respecio al origen y recíprocamente. 
Ejemplo. 


Sea Абу) un punto cualquiera de una circunferencia si la curva es simétrica al origen O, existe otro punto 
Ala b) sobre la curva, tal que, O sea el punto medio del segmento AA’ , entonces al aplicar las fórmulas 
del punto medio. se tiene: 


y 


20) 
х+а 


La simetría respecto al origen establece: una curva es simétrica respecto а un centro de simetría О, cuando 
cada punto de la curva tiene un punto correspondiente, tal que, estos dos puntos son simétricos respecto а O. 


Rangos de variación do las variables o extensión de la curva 


El tercer punto a considerar en el análisis de una ecuación, es el estudio de la extensión de la curva. Con este 
término se identifican los intervalos, en donde, se encuentran los valores de x y y de la gráfica completa, el cual 
cual es útil por dos razones: 


1. Indica la ubicación general de la curva en el sistema coordenado. 
2. Describe si la curva es cerrada о de extensión indefinida (abierta). 


EJEMPLO . 
косу 


* Dada la ecuación" — у* = 0, a partir de las intersecciones, simetría y la extensión de la curva, traza la gráfica 
correspondiente. 


Solución 


а) Intersección соп los ejes coordenados 


Sea x? = 3°: cuando y = 0. se tiene: Sea у? = x; cuando x = 0, se tiene: 
(o у= 07 
0 y=0 


El único punto de intersección es el origen O (0,0). 
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b) Simetría 


Simetría respecto al eje x. Al sustituir en la ecuación y рог —y, resulta: 


y 
= کو‎ 
22 (59) Si hay cambio. 


No hay simetría respecto al eje x. 
Simetría respecto al eje у. Al sustituir en la ecuación x por —x, resulta: 


ey 
=r 
=3" No hay cambio. 


Si hay simetría respecto al eje y. 


Simetría respecto al origen. Al sustituir en la ecuación y por —у y x por ~x, resulta: 


roy 
(87 = (уў 
= yî Sí hay cambio. 
La curva no es simétrica respecto al origen. 
с) Extensión de la curva 


Despejando x en función de y, se tiene: 


Si y es negativa yî también lo es, así, los valores resultantes рага х son números complejos no reales; 
por lo tanto, todos los valores negativos de y quedan excluidos. Lo anterior significa que ninguna parte de 
la curva está hacia abajo del eje x. 

Despejando y en función de x, resulta: 
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Sin importar el signo de x, los valores de y son positivos. Lo anterior significa que la curva se extiende 
indefinidamente hacia arriba del eje y a ambos lados de éste, es decir, la curva no es cerrada ni acotada 
(ло forma una circunferencia). 


d) Trazado de la curva 
Sea x= ут 


Al dar valores a y se tiene: 


Asíntotas 


Si para una curva dada existe una recta tal que a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del origen, 
1а distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a cero, dicha recta se Пата asíntota de la curva. 
Lo anterior da lugar a las siguientes conclusiones: 


1. Cuando una curva tiene una asíntota se extiende indefinidamente. 
2. La curva se aproxima a la asíntota, tanto como ésta se extienda en el plano coordenado. 


Siendo la asíntota una línea recta, puede tener cualquiera de las siguientes posiciones: 


а) Asintota horizontal. Cuando es paralela o coincide con el eje x. 
b) Asíntota vertical. Cuando es paralela o coincide con el eje y. 
с) Asíntota oblicua. Cuando no es paralela a ninguno de los ejes coordenados. 


Una curva puede tener una о más asíntotas, o incluso no presentar ninguna, la determinación de la asintota 
para una curva nos ayuda en el trazado de la misma. 

Una forma de obtener las asíntotas horizontales y verticales consiste en despejar una de las variables y analizar 
рага qué valores de la otra variable la expresión queda indefinida. Asî, para obtener la ecuación de la asíntota 
horizontal se despeja la variable x y se encuentran los valores de y para los cuales la expresión queda indefinida. 
De modo similar, para la asintota vertical, se despeja y y se analiza la variable x. 

Para encontrar las asíntotas oblicuas que se presentan en la curva llamada hipérbola cuya ecuación es 
Fî — абу? = PIP; se usa la expresión D? — 022 = 0, que en forma factorizada queda (bx + ayKbx ау) = 0, 
de donde se deduce que Рх | ay=0 y bx ау = O son las ecuaciones de las asíntotas oblicuas. 
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EJEMPLOS 


> 


Determina las asíntototas horizontales y verticales de la curva cuya ecuación es xy — х ~1 = 0. 
Solución 


Despejando x en función de y, se tene: 


Al dar valores а y resulta: 


YA о oz 04 os 06 оз [09 1 1. 2.13. 4 5 


{ -1 125 166 2, -25 -5 -10 œ -05 033 -025 


Dada la tabla anterior, cuando y = 1 el denominador y 1 se hace cero, es decir, la expres 
indefinida. 


La asintota horizontal es y = 1. 


Ahora, se despeja a y en función de x, es decir: 


Al dar valores ах resulta; 


o 02 [Î os Eosi оз Eos 1 2 3 4 5 
y ES 6 35 з MEN 225 Rul 2 0 133 MA 12 


Dada la tabla anterior, cuando x = 0, el denominador x se hace сето, es decir, la expresión рага y queda indefinida. 
La asíntota vertical es x = 0. 


Representación gráfica: 


46 


UNIDAD 1 


Intoducción a la geometria analitica 


2 0s-Determina las asíntotas oblicuas de la curva cuya ecuación es 44? — 9y? 36=0, 
Solución 
La ecuación 4 — 9y? — 36 — О se escribe en la forma 442 — Фу? — 0 y se factoriza, quedando: 


+ 3y=0 2х 3y=0 


Al elaborar la gráfica correspondiente resulta: 


wryt 2 y0 


5 gráfica correspondiente de la ecuación dada. 


Solución 


a) Intersección con los ejes coordenados 
Si y=0, se tiene: 
зе + зу 10=0 
3 + (0) 


Las intersecciones con el eje x son (1.82.0) y (1.8240). 


Si x=0, se tiene: 


3 + 3 — 10=0 

ЗОР + 37 = 10 
10 
3 
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у= + +12 
Las intersecciones con el eje y son (0,1.82) y (0,—1.82). 
b) Simetría 


Simetria respecto al eje x. Al sustituir en la ecuación y рог —y resulta: 


Зю +y- 10=0 
34 + 3(9? — 10=0 


3 + 3 — 10=0 No hay cambio. 
Sí hay simetría respecto al eje x. 
Simetría respecto al eje y. Al sustituir en la ecuación x por —x, resulta: 


3439 10=0 
3 + зу*—10=0 


зде +3? 10=0 No hay cambio. 
Sí hay simetría respecto al eje y. 
Simetria respecto al origen. Al sustituir en la ecuación y por — y y x por —x, resulta: 


3+3- 10=0 
30-1) +3 (у? – 10=0 


3 | 3у2 10—0 No hay cambio. 
Sí hay simetría respecto al origen. 


о) Extensión 
Al despejar xen función de y. se tiene: 


Зх 43y-10=0 
3 =10 -37 


La expresión para x queda indefinida cuando el radicando es negativo, es decir, si 10 — Зу? < 0. Por 


lo tanto, la extensión se reduce а la banda vertical — 2 <y< 2. 
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Al despejar y en función de x. resulta: 


3 +37 10=0 


10 3 


10-317 


De manera similar al caso anterior, la expresión para y queda indefinida si 10 – 4 < 0, lo que indica 


que la extensión se reduce a la banda horizontal — |10 < x < 2. 


La curva es cerrada, es decir, de extensión acotada y dadas las simetrías que presenta respecto a 
ambos ejes y al origen, se deduce que se trata de una circunferencia con centro en el origen. 


d) Asíntotas 
Por definición, las curvas cerradas no tienen asíntota. 


€) Trazado de la curva 


Solución 
а) Intersección con los ejes coordenados 
Si y=0, se tiene: 


#+#-9х-9=0 
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Al factorizar, resulta: 
(2-9) + 1)=0 
(+3 З) =0 


x+3=0 1-3 
1=3 ж 


Las intersecciones con el eje x son: (3.0) ( 
Si x=0, se tiene: 


10) у (3,0). 


у= (O° (OF = 90) -9 
у= -9 
La intersección соп el eje y es (0,9). 


b) Simetría 


Simetría respecto al eje x. Al sustituir en la ecuación y por —y, resulta: 


y=P 44-99 


у= +- w-9 Sí hay cambio. 
No hay simetría respecto al eje x. 
Simetría respecto al eje y. Al sustituir en la ecuación х por —x, resulta: 


#+ё-%х—9 


OPFOR O – 9 


X+ + 9x ~9 Sî hay cambio. 


No hay simetría respecto al eje y. 


Simetrio respecto al origen. Al sustituir en la ecuación y рог уу x por —x, resulta; 


=й+-#х-9 


INEA 


у= 2912219 


9 Sí hay cambio. 


No hay simetría respecto al origen. 
€) Extensión 


En la ecuación dada, y es función de x. Se observa que cualquier valor real dado a x produce un valor real 
de y. Por lo tanto, la curva se extiende sin límite arriba y abajo del eje x, y a izquierda y derecha del eje y. 
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d) Asíntotas 


En la ecuación dada по hay posibilidad de indefinición de la variable y y tampoco de la variable x. puesto 
que tiene una potencia impar, por lo que la curva no tiene asíntotas. 
e) Trazado de la curva 


Pr 9r-9 


Al dar valores a x resulta: 


x 
Solución 
a) Intersccción соп los ejes coordenados 
Haciendo у =O, tenemos: Py — 4y +X = O Haciendo x = 0, tenemos: xy — 4y + x=0 
FO 40) 4x=0 Oy -4y 1 0=0 
x=0 4y=0 


La intersección con los ejes se da únicamente en el origen. 
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b) Simetría 

Simetria respecto al eje x. Al sustituir en la ecuación y por —y, resulta: 
у-4у+хл=0 
к(-у-4(-уу+х=0 

xy р 4y 4 x=0 Sí hay cambio. 
No hay simetría respecto al eje x. 

Simetría respecto al eje у. Al sustituir en la ecuación x por —r, resulta: 

ey dy + =0 


Cay dy a) =0 


xy 4y х=0 Sí hay cambio. 
No hay simetría respecto al eje y. 
Simetría respecto al origen. Al sustituir en la ecuación y y x por у por —y y por: 


у-4у+х=0 


CAY) EA 


-ay 44y- =0 
Al multiplicar por —1, se tiene: 
Xy -4y +x=0 No hay cambio. 
La curva es simétrica respecto al origen. 
©) Extensión 


Al ordenar los términos de la ecuación, se puede observar la equivalencia con una ecuación de segundo 
grado, así: 


уе +x 4y =0 


af tbr 1 e=0 
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Aplicando la Fórmula general para ecuaciones de segundo grado resulta: 


Se observa que la variable x puede definirse para cualquier valor de y, excepto cuando 
la extensión vertical de la gráfica es todo el plano, a excepción del eje л. 
Si despejamos y en función de x tenemos: 


0, por lo que 


у-4у+х=0 
Py-4y=—x 
уо? –4) 


= х 


са (+62) 
Se observa que la variable у no puede definirse cuando х = +2, es decir, la curva se extiende їпйей- 


nidamente hacia arriba y abajo del eje x; también se extiende indefinidamente a la derecha de la recta 
vertical x= 2 y a la izquierda de x= —2, pero también se encuentra en la banda vertical ~2 < x < 2. 


d) Asíntotas 


у =0, el denominador se anula, por lo que x 


se hace infinita. 


La curva tiene una asíntota horizontal en y = 0. 


De la ecuación y= se observa que para x = +2 el denominador se anula, por lo 


A 
(к+2)(х-2) 
que y se hace infinita. 


La curva tiene dos asíntolas verticales en x = 2 ух = —2. 
e) Trazado de la curva 


resultas 


Det: = = 
RN Te, 


53 


1 UNIDAD 


GEOMETRÍA ANNÎTIEA 


EIEN Asfnlota vertical 
1-2 
о [о 


ШЕ | 

=1 |-оз | 
15| 09 
—15| 09 
42 | æ 

25|11 | 

| 


El eje y esla asítota 
horizontal 


-25| 11 6 
3 |-0.6 
3 0.6 
y 4 |-оз 
-4 03 


Ecuaciones factorizables 


Si todos los términos de una ecuación, que se iguala a cero, se reúnen en uno solo en forma factorizada, es decir, 
como producto de dos o más factores variables, al igualar a cero cada uno de ellos, se obtienen los puntos de 
intersección con el eje x. 


Intersecciones de curvas 


51 dos curvas se cortan en uno о más puntos, denominados puntos de intersección, las coordenadas de cada 
punto común deben satisfacer ambas ecuaciones dadas de las curvas. 

Para determinar los puntos de intersección entre dos curvas, se resuelve el sistema formado por las dos 
ecuaciones. Si el sistema de ecuaciones es incompatible, es decir, no tiene solución, las curvas no se cortan. 


EJEMPLOS . 
"Factoriza la ecuación sê — Py — xy + у? — О y traza su gráfica. 


jemplos 


Soluci 


Al factorizar x la ecuación, resulta: 
a-y- ya-y)=0 
о ух y=0 


+ 


Al despejar x se tiene: 


UNIDAD 1 


Introducción a la geometa алаййса 


Al despejar y y dar valores a x. se obtienen las siguientes tablas: 


0 +1 42 43 44 +5 
ШЕШ КШ ЕЗ 


ї + ES ЕШ Ei 


Se observa que la curva y = 22у la recta 
x se intersecan en los puntos O(0.0) y A(1,1) 


е Encuentra analítica y gráficamente los puntos de intersección para las curvas de las ecuaciones? + у2 =8 y y? =2. 
Solución 


Sean las ecuaciones dadas: 
21y=8 (1) 
y=2 (2) 
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Se multiplica а (2) por —1 y se resuelve el sistema de ecuaciones: 


Se iguala a cero la ecuación anterior: 
х 42r-8=0 
Al resolver por factorización, resulta: 
(F4) 2) =0 


x+4=0 х 
х4 


Se sustituyen los valores de x, у л, en las ecuaciones originales, así: 


Parax, = —4en (2) Para x, =2en (2) 


y=2x 
P=) 
+48 


i 


22) 
ы 
+2 


Por 1o tanto, las curvas se intersecan en los puntos A(2,2) y BQ,—2). 


Al despejar a y y dar valores a x, se obtienen las siguientes tablas: 


Para valores negativos de x, la 
variable y se hace imaginaria. 
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Al representar gráficamente las ecuaciones anteriores, resulta: 


A22) 


Se observa que las curvas? + у? = 8 y у? = 2x 
se intersecan en los puntos A(2,2) у B2, 2). 


Las curvas de los matemáticos 


A continuación se representan varias curvas que los estudiantes deben conocer para el estudio y comprensión 
de las matemáticas. 


Curvas algebraicas. Son aquellas que representan funciones algebraicas de dos variables x y y, es decir, son 
funciones constituidas por polinomios de coeficientes racionales. 


Segundo orden 

1. Cireunferencia. Lugar geomálrico de puntos equidistantes a un punto dado llamado centro. 

2. Elipse. Lugar geométrico de todos los puntos de un plano tales que la suma de sus distancias а otros dos 
puntos fijos, llamados focos, es constante. 

3. Hipérbola. Lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferencia de sus distancias a dos puntos fijos. 
llamados focos, es constante. 

4. Parábola. Lugar geométrico de los puntos de un plano cuyas distancias a una recta dada, Hamada directriz, 
y de un punto exterior a ella, llamado foco, son iguales. 


Tercer orden 

5. Trébol equilátero. 

6. Cúbica de Agnesi o Versiera o Bruja. 

7. Trisectriz de Mac Laurin, contribuyó a la solución gráfica del problema de la trisección del ángulo. 
8. Tridente de Newton. 

9. Parábola divergente. 
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Cuarto orden 

10, Bicorne. 

11. Caracol de Pascal: Curva concoide de un círculo dado. 

12. Cardioide. Lugar de las proyecciones del origen sobre las tangentes a un círculo que pasa por ese origen 
(podaria). 

13. Lemniscata de Bernoulli. Lugar geométrico de los puntos tales que el producto de cuyas distancias respecto 
de dos puntos fijos, llamados focos, es constante. 

14, Cuártica piriforme. 

15. Alforjas. 

16. Trifolium 

17. Hipocicloide de tres alabeos, Lugar geométrico del punto de un círculo en el interior de un círculo tres veces 
mayor. 

18. Óvalo de Descartes. Lugar de los puntos cuyas distancias г y r respecto de dos puntos fijos están ligadas 
por una relación de la forma ar + bı 

19, Curva del Diablo. 


Sexto orden 
20. Curva de Talbot, antipodaria de la elipse. 


Octavo orden 
21. Torvide. 


Trigésimo octavo orden 
22. Curva de Moritz. 


Curvas trascendentes. Son aquellas que representan funciones trascendentes (no algebraicas), tales como aque- 
llas en las cuales las variables se manifiestan en líneas trigonométricas, en exponentes, en logaritmos, etcétera. 


23. Simusoide. 
24, Espiral de Arquímedes. 
25, Espiral de Fermat. 


Representación de una ecuación diferencial. El interés que se tiene sobre esta familia de curvas se debe a 
lo maravilloso que resulta su representación gráfica. 


26. Ecuación diferencial. 


Las curvas monstruosas. Son aquellas que los matemáticos imaginaron у que resultan de sus muy particulares 
curiosidades, por ejemplo, la curva de cristal de nieve y la curva de Peano. 
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EJERCICIO 7 
1. Discute las siguientes ecuaciones, analiza las intersecciones con los ejes coordenados así сото, la simetria, 
la extensión de la curva, las asintotas y traza la gráfica correspondiente. 


1. 4% 45?-20=0 10. д? у 4y44=0 

2. 9% 25у2 205—0 П. уз рухх=0 

3. 12. х х=0 

4. 13. дай -у=0 

5. ° 14. ла олу у +w- 21 
6. 15. xy + 5y=0 

1. 16. yî 2 1 Зу: 1 2х 1 39 =0 
8 17. ху -2-3=0 

9. yy 18. лу—2у—1=0 


Il. Factoriza las siguientes ecuaciones y traza la gráfica correspondiente. 

4 9y -2F =0 

0= 9ھ .5 

6. FHF +22 +2 4x 4—0 


Ill. Encuentra analítica y gráficamente los puntos de intersección para las siguientes curvas. 
; 2¥ + By 12x 4 14=0 

2. x4y-5=0:3143y+7=0 

3 FLY 


1. б 4у +12 


4 ауу 


5. PH 4-69 + 8= 


;3х-у-8=0 


быры шн д de opta corps: 
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Intoducción a la geometría analíca 


* PROBLEMAS DE APLICACIÓN 
Т өе. Un agricultor quiere dividir un campo rectangular cuyas coordenadas de sus vértices son: A (1,2), 


B (12), C(-1.-4) у D(T.—4) en ocho parcelas triangulares iguales, pero no sabe cómo hacerlo. Su sobrino 
Escribe los números ШИРУ 


que una manera de lograrlo es unir los puntos medios de los lados opueslos y trazar las diagonales 
del rectángulo. 


тшн a) Traza el rectángulo y comprueba que es correcto el consejo del sobrino. 
брак b) Calcula el perímetro de cada una de las parcelas, si se sabe que el centro del campo es el punto P(3,—1). 
disciplinares. 


€) ¿Cuánto mide el área de cada una de las parcelas? 
d) ¿Cuánto mide el área total del campo? 


2 өе. Un papalote diseñado sobre un plano cartesiano tiene por coordenadas А|—7 a} al 
D(9,—11). 


9 
4) 
Carrizo ню 


Papel 


Es necesario conocer: 


a) La cantidad de carrizo necesaria para la estructura. 
b) La longitud de hilo para los contornos sin considerar los amarres. 
с) La cantidad de papel para la cara plana del papalote. 


je» En un almacén se deben colocar tubos de drenaje de 2 metros de diámetro los cuales se apilan formando un 
triángulo equilátero, como se muestra en la siguiente figura y cuyos vértices de la base son A(2,2) у (10,2). 


ARZ) 


a) ¿Qué altura debe tener el almacén? 

b) ¡Cuáles son las coordenadas del punto С? 

с) ¿Cuánto mide del triángulo rectángulo de la figura? 
d) ¿Cuántos tubos se apilan en total? 
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4 


Dos personas, después de hablar por teléfono, deciden encontrarse en la puerta de un restaurante К — 2,7). Si 
el que vive en А(5,3) sigue el camino АСК siendo C(2.0) y el que vive en B(—7, -2) lo hace por el camino 
BR. Suponemos que ambos salen al mismo tiempo y que caminan а la misma velocidad, 


а) ¿Cuál de las dos personas llegará primero? 
Ву Siel que vive en A hubiera seguido el camino AR. ¿qué distancia recorrería? 
с) Encuentra el área de los triángulos ACR y BCR. 
Si un jardinero derecho lanza la pelota desde el punto A(280,20) a la tercera base que se ubica sobre el eje x en 
el punto £(0.90). Si se sabe que la barda del jardín derecho que se ubica sobre el eje х en el punto D(325,0), 
también se encuentra la primera base en el punto C(90.0); lo anterior es válido si el sistema de coordenadas 
tiene en home su origen. 


а) ¿Qué distancia recorrió la pelota de A hacia B? 
b) ¿Qué distancia recorre la pelota de B hacia С? 
с) ¿Qué distancia recorre la pelota de D hacia В? 
d) ¿Cuánto mide el perímetro del triángulo ABC? 


Un campo de futbol suele medir 100 yardas de largo y 60 de ancho. Supón que el sistema coordenado se 
asigna а los esquemas del campo como se muestra en la figura. 


210.50) 


Л 


001000) 


а) ¿Cuáles son las coordenadas del centro del campo? 
b) ¿Cuánto mide el área total del campo? 
£) ¿Cuánto mide el área del triángulo APB? 


Supón que D. E y F son puntos medios. Si la d АЁ = 4 metros, en d АС = 5 metros y la d ВС = 6 metros, 
determina d DE + d EF + d DF. 


А 
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8 өе. Para el tendido de cable eléctrico sobre un terreno montañoso se requieren cinco postes, los cuales deben 
estar separados a iguales distancias. Si uno de los extremos del cable es el punto A(9,5) y el ошо extremo 
es B(-13,1), encuentra las coordenadas de los puntos donde deben colocarse los 5 postes desde В hacia A. 


9 es: Los propietarios de un condominio han observado que uno de los dos cables de su antena colectiva de televisión 
se ha roto. Haciendo uso de los puntos de amarre А(5.1). B(0.10) y CC-6.—1). determina: 


a) La longitud del cable que se ha de reponer. 
b) La altura que tiene el mástil de la antena desde la base al punto В. 
с) El área total del triángulo ABC. 


ТО ө». Determina las asíntotas horizontales y verticales de la curva cuya ecuación es: ху — 2y=8. 


11 өе. Encuentra analítica y gráficamente los puntos de intersección para las curvas dadas por las ecuaciones: 
у=жух-у= -2. 


12 ®»: Encuentra analítica y gráficamente los puntos de intersección para las curvas dadas por las ecuaciones: 
х+у-7=0у2у—6=0. 
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Autoevaluación 


1.0 ¿EnquéBuadrante3eTocalizan TospuntosP( 3, 2), -5,6),R(2,4),3(—7, 6) 313, 9)? 


2. Encuentra Tas Boordenadas Bel Punto Medio Be! Segmento Bcterminado por Tos puntos (5.6) 32 
NC-8,-2). 


5.DUnBvión Viaja 2nTíncaTecta, Se Bncuentra a BOOKN Re! punto йе Partida Ruya Toordenada BST 
A(1.2)38250Em Je SuNestino Bon ZoordenadaT 8, 4). ¿Cuáles Son Tas Boordenadasdel Stio 2 
допдеЗе Encuentra BI уіп? 


4: Doterminalos fosiblesDaloresde і фито, 4) Se Encuentra Una Distancia Be B Bel puntoD 
(52). 
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La línea recta 


Evaluación diagnóstica 


Realiza lo que se indica en cada caso. 


1. Explica cuándo dos rectas son paralelas y cuándo son perpendiculares. 


2. Un nino con bicicleta desciende por un camino recto cuya pendiente es del 11%, si el nino ha 
descendido una distancia de 600 m. ¿Cuál es el cambio en la distancia original? 


Si la pendiente de una recta es 2, calcula su ángulo de inclinación. 


4. Explica qué son las coordenadas polares. 


5. Señala la diferencia entre pendiente y ángulo de inclinación. 
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La línea recta 


Propósito de la unidad 


Que el estudian 


Combine técnicas del álgebra y la geometría para 
estudiar situaciones. 
Identifique los elementos de la línea recta. 


Competencias disciplinares 


Identifique y calcule los elementos de una línea 3. 

recta, determine la pendiente y su ecuación, así 

como los ángulos entre dos rectas. 

Identifique y calcule los elementos básicos de un 4 

triángulo, tales como los ángulos interiores, ángu- 

los exteriores, perímetro y área. 

Comprenda que el lenguaje geométrico le permite 

modelar diversas situaciones. т 
3. 


Construye e interpreta modelos matemáticos mediante 
la aplicación de procedimientos arilméticos, algebrai- 
cos, geométricos y variacionales, para la comprensión 
y análisis de situaciones reales, hipotéticas o formales. 
Explica е interpreta los resultados obtenidos mediante 
procedimientos matemáticos y los contrasta con mo- 
delos establecidos o situaciones reales. 

Argumenta la solución obtenida de un problema con 
métodos numéricos, gráficos, analíticos o variaciona- 
les, mediante lenguaje verbal, matemático y el uso de 
las tecnologías de la información y la comunicación. 
Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el 
estudio de un proceso o fenómeno, y argumenta su 
pertinencia. 

Interpreta tablas, gráficas, mapas, diagramas y textos 
con símbolos matemáticos y científicos. 


Contenidos que aborda la unidad 


Contenidos 
concepivales 


Contenidos 
procedimentales 


Concepto de pendiente y ángulo de inclinación. 
Determinación de la ecuación de la recta. 
Definición de la ecuación de la recta en la 
forma normal. 

Definición de la ecuación de la recta en la 
forma polar. 


Definición del ángulo de intersección entre 
dos rectas. 

Familias de rectas. 

Aplicaciones de la forma normal de la ecua- 
ción de la recta. 

Rectas y puntos notables de un triángulo, 


4 


Identificará diversas estructuras geométricas 
y las empleará para hacer conjeturas. 
Interpretará resultados a partir de modelos 
matemáticos en un contexto de geometría. 
Utilizará terminología y notación matemática 
propia de la geometría. 

Elaborará y usará estrategias de resolución 
de problemas como: hacer diagramas, hacer 
conjeturas, dividir un problema en subpro- 


blemas más sencillos, llevar un problema a 
uno ya conocido. 
Aprenderáa deducir las formas de la ecuación 
de una recta y sus transformaciones. 
Usará la intersección y relación de rectas a la 
hora de resolver problemas de aplicación. 
Usará diversas estrategias de resolución de pro- 
blemas y formulará respuestas a través de la 
interpretación de representaciones gráficas. 


Contenidos | * Colaborará соп sus compañeros al resolver 
actitudinales problemas. 
* Respeto al trabajar en clase. 


Responsabilidad en el proceso enseñanza- 
aprendizaje. 


Aprenderá a valorar el trabajo de sus compa- 
fieros 

Contribuye con ideas de manera crítica y 
acciones responsables a la hora de trabajar 


en equipo. 
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Groma анис 
Pendiente y ángulo de inclinación 


Ángulo de inclinación 


Sea € una recta no paralela al eje x y que interseca a éste en el punto A. 


La dirección de la recta con relación a los 
ejes coordenados puede indicarse si se co- 
noce el ángulo 0 < 1807 que se obtiene al 
girar la semirrecta АЎ en sentido contrario 
г а las manecillas del reloj hasta coincidircon 
la recta €. Por lo tanto, este ángulo # se 
denomina inclinación de la recta €. 


Pendiente de una recta 


Se denomina pendiente o coeficiente angular de una recta a la tangente de su ángulo de inclinación. La notación 
de pendiente es la letra m y de acuerdo a la definición se expresa como т = tan 0. 


Criterios de aplicación sobre la pendiente 


Como el ángulo @ de inclinación de la recta puede tomar cualquier valor entre 0° < 9 < 180°, por lo que los 
siguientes criterios facilitan la comprensión del comportamiento de la pendiente en el sistema de coordenadas 
rectangulares. 


а) m es un número positivo, si 0° < 9 < 90°. 
b) mes un número negativo, si 90° < Û < 180°. 
e) т=0,510=0". 

а) m= o0, si 9 = 90°. 


La pendiente se define matemáticamente por el siguiente: 
Teorema 


Sean P(x.) Y Рх, у) dos puntos diferentes cualesquiera de una recta, la pendiente de dicha recta es: 


YY 


„donde x +13. 
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Demostración del teorema 


Al considerar la recta € que se determina por los puntos Р(х,у) y Руху), donde 0 es su ángulo de inclina- 
ción, se tiene: 


Si por P, y Pa trazamos perpendiculares al eje x (P,Q, y P202) y por Р; se traza una paralela al eje x que corta 
al segmento P,Q, en R. Sea # el ángulo formado рог РР, R y por trigonometria, resulta: 


Opuesto _ RR 
Adyacente 


m= tan Û 


Las coordenadas de los puntos 01(х.0), 00:0) у R(t. у). por lo tanto: RP, = (y, — Ya) y 
Р.К = 0,0) = (f, — x); sustituyendo los valores anteriores en la ecuación de la pendiente, se demuestra el 
teorema, es decir: 


Valor del ángulo de inclinación 


A partir de la ecuación m = tan 0, se despeja Ø para conocer el ángulo de inclinación, es decir: 


0=arctan m 


-Encuentra la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que se forma con los puntos А( €, 4) y 8(8.3). 
Solución 


Al claborar la gráfica de los puntos dados, se tiene: 


y 
B(8,3) 
o Al sustituir los datos en la fórmula 
х de la pendiente, resulta: 
2 
-4 
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Para determinar el ángulo de inclinación, se utiliza la siguiente ecuación: 


0 =arctan т 
4= алат = arctan 05) 
0=26"33'54" 
Сото т ез positiva, el ángulo # es mayor que 0° pero menor que 90°. 
2. es-Encuentra la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que une a los puntos A(12,—5) y B(2.1). 
Solución 


Al elaborar la gráfica de los puntos dados, se tiene: 


ГЕЙ 


amis 


Al sustituir los datos en la fórmula de la pendiente, resulta: 


Para determinar el ángulo de inclinación, se utiliza la siguiente ecuaci 


0 = arctan m 
0= arctan (2) anotan 0.6) 


Ө=—30°5' 49" 


Сото т es negativa, el ángulo 0 es mayor que 90° pero menor que 180°, por lo que el ángulo encontrado 
deberá reslarse а 180°. 
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4 
3 0s-Traza la recta que pasa por el punto A( 3, 2) y que tiene una pendiente igual a 5 


Solución 


De la definición de pendiente, se tiene: 


т = lan û 
so _ (2) 
5 Adyacente (х 


Dado que la pendiente es positiva, el ángulo de inclinación de la recta es: 
0° <0 < 90° 


Al graficar el punto dado y la pendiente, se determinan las coordenadas del punto 4 que también pertenece 
alarecta. Así, 


PAE 


о a 


203, ЗА | ө 
Adyacente 


Por lo tanto, el punto B(2,2) es un cálculo geométrico. 


4 9 Unis recta de pendiente igual a 2 pasa por el punto A(S, 2); la abscisa de otro punto de la recta es 1. Encuentra 
su ordenada. 


Solución 


Sea B(1,y) el otro punto de la recta dada, entonces, al sustituir los datos dados en la fórmula de la pendiente, 
resulta: 


Las coordenadas del otro 
punto son B(1,6). 
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GEOMETRA ANAIICA. 


Al elaborar la gráfica de los datos y resultados, se tien 


Condiciones de paralelismo y perpendicularidad 


1. Sî dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales. Dos rectas €, y € son paralelas sólo si sus inclinaciones son 
idénticas; si las pendientes de las rectas son т, у mh, la condición de paralelismo establece que т = 


iguales, es decir, Ө, 
por lo tanto, т, 


6, y en consecuencia tan Û, 


2. Dos rectas son perpendiculares entre sí si la pendiente de una de las rectas esrecíproca y de signo contrario a la pendiente 
de la otra recta. 


Sean €, y ©, dos rectas perpendiculares, donde una 
excede de la otra en 90°, es decir, en cualquiera de los 
casos 0, — 0, + 90° о б, — 0, + 90°, por lo tanto: 


пй, = сн 1 
т, 
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tan Û = т, y tan б, = ma, entonces: 


Do igual forma, dos rectas son perpendiculares entre sí, cuando el producto de sus pendientes es iguala 1. 
m=-1 


3. Toda recta perpendicular al eje х no tiene pendiente, es decir, la pendiente de una recta paralela al eje y es 
indefinida. 


Dos rectas paralelas respectivamente a 105 ejes х y y, son, por supuesto, perpendiculares. Se hace notar que 
la pendiente de la recta paralela al eje x es cero, puesto que tan 0° = tan 180° = 0; en tanto, la pendiente de la 
otra recta paralela al eje y es indefinida. 


EJEMPLOS . 
$ - Demuestra por medio de pendientes, que los puntos A(3,—6), В(11,—5), C(9.2) y DCI) son vértices de un 
E paralelogramo. 

Solución 

Al elaborar la gráfica los puntos dados, se tiene: y 


Se determina la pendiente de los lados del 
paralelogramo, es decir: 

Ул Ув _ 645 _—1 
Xas 3—11 8 
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mAD 


Se demuestra que dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales. 


Un paralelogramo se define como un cuadrilátero de lados opuestos paralelos, 
por lo que se demuestra que AB CD y AD ВС. 


2 @e:Una recta €, pasa por los puntos Р(5,3) y Q(—6,4); otra recta €, pasa рог el punto A(—3,4) y el punto В cuya 
abscisa es 4. Encuentra la ordenada de В, si se sabe que €, es perpendicular a €. 
Solución 


Si £ es perpendicular a €, se establece que sus pendientes son recíprocas y de signo contrario, por tanto, al 
determinar la pendiente de €, se tiene: 


AE] 
хь-хо 5+6 1 
La pendiente de €, se determina por la condición de perpendicularidad, es decir: 
r E 
mPO 
ma 


Al aplicar la ecuación de la pendiente, se determina la ordenada del punto В. 
Su representación gráfica es: 


(3,4) E 


Las coordenadas del punto В son (4.-7). 
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Exercicio 8 


1. Calcula la pendiente y el ángulo de inclinación para las rectas que se forman con los siguientes puntos: 
1. A(S,-2)y 80,5) 4 P34)y PA Escribe los números 
correspondents 
2. A(-84) y B(4,-2) з. MOB) y N43) = 
Dy у z= 
3. A(03) y B01,-D 6. PTA) y 01,2) ашшы 
Il. Demuestra, por medio de las pendientes, que los siguientes puntos son colineales. FEE 
2 ки» 
de ас-эзу {| у cts 3 з K anayssi) 
2. A(T,-9), B22) y C35) 4. 007), R43) y S(6,—1) 


1. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Una recta de pendiente È pasa por el punto A32); la abscisa de otro punto В de la recta es —4; calcula 
su ordenada. iS 
2 
2. Una recta de pendiente —— 
calcula su abscisa. 


раза por el punto A(—2,5); la ordenada de otro punto В de la recta es uno, 


3. Una recta de pendiente -$ pasa por el punto P(3,—5) y por los puntos A y В. Si la ordenada de A es -2 
y la abscisa de B es —2, ¿cuál es la abscisa de A y cuál la ordenada de B? 


4. Una recta pasa por los dos puntos A(1,4) у B(4,5). Si un punto P de abscisa 5 pertenece la recta, ¿cuál 
es su ordenada? 


5. Construye la ecuación a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x,y) que pertenezca a la recta que pasa 
por los puntos A(—7,1) у В(1.—6). 


6. Demuestra por pendientes que los puntos A(—2,1), B(2,5) y C(8,—1) son los vértices de un triángulo rec- 
ángulo, encuentra su área y perímetro. 


7. Determina la pendi 


e de las siguientes rectas cuya inclinación es: 


эт т т 
$ = by 120" = d) 60° е = 30 
qe ) 03 ) Ж. n 

8. Determina el ángulo de inclinación para las siguientes rectas cuya pendiente es: 
а 1. b) œ 0 d) 2.144506 е) 1428148 


9. Los vértices de un triángulo son P(7,-2), Q(—2,—8) y R(.6); encuentra la pendiente de cada lado y la 
pendiente de cada una de las tres medianas de dicho triángulo. 


10. Calcula la ecuación a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x,y), que pertenezca a la recta que pasa рог 
el punto AG,- 1) y que tiene una pendiente igual a 4- 


11. Dadas las siguientes rectas que pasan por los puntos A y В, así como las definidas por los puntos M y N; 
determina si son paralelas o perpendiculares entre sí. 


а) A4. B(-2,5) y MGT). МСТ.) 
b) А(-731), B(1.-6) y М(—4,—6), NG.2) 
с) А(2,4), B6. 2) y MU, 1), N73) 
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13, 


14. 


15. 


4) AQD). BOS) y M65). N56) 
© А0, 2), B(5.2) y MU amoo 2 


Traza las siguientes rectas que pasan por el punto dado y cuya pendiente se indica: 


a) А6 -2)ут= 2 e) 253) ym= + 
3 

эролут= 3 PAD) y m= 3 

с) 064) y m= 2 © А05 ут=2 

а) RO. Dym= 4 h) M3) y m= 


Demuestra, por medio de pendientes, que los puntos dados son los vértices de un paralelogramo. 
а) A4.6), BQ,-2), C11,- y DC 
b) A(2.4), В(6,2), C(8, 6) y D(48) 


€) К(-1,-2), ЦОЛ), M(-3,2) y N-4,1) 


3,9) 


Demuestra que los puntos dados son los vértices de un rombo, y que sus diagonales son perpendiculares 
y se cortan en su punto medio. 


п) A(6.5) B(9,9), C(5,6) y РО,2) 
b) А(С11), BGD. C(1,4.46) y Р(1, 2.46) 
с) K(5.0),L/0,2). M(-5.0) y МО, -2) 


Demuestra que los puntos dados son los vértices de un cuadrado, y que sus diagonales son perpendiculares 
y se dividen mutuamente en partes iguales. 


а) А(2.4), B(7.3), C(6,-2) y D(L.-1) 
b) K(4,-2), 147,2), M(3.5) y MO.) 
с) P(-a,a), О(а,а). Ría. а) y 5-а, а) 


Una recta f,, pasa por los puntos А(3.2) y B(-4,-6); otra recta €, pasa por el punto Р(7.) y el punto 0 
cuya ordenada es 6. Encuentra la abscisa del punto О, si se sabe que €, es perpendicular a 4. 


Demuestra que el punto A(-5.3) está sobre la mediatriz del segmento cuyos extremos son P(2.5) y 
003, 4). 


f. Encuentra la pendiente de la recta perpendicular a la recta formada por los puntos A(L,3) y В(2,4). 


. Encuentra la pendiente de la recta paralela a la recta formada por los puntos A(2,1) y B(-4.—3). 


Representa gráficamente la recta que pasa por el origen y es perpendicular a la recta formada por los puntos 
A(6,-2) y B45). 


DiR A A ORE AAA 
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Determinación de la ecuación de la recta 


Línea recta 


Se define como la distancia más corta entre dos puntos. Analíticamente es una ecuación de primer grado con 
dos variables que gráficamente se define como el lugar geométrico de la sucesión de puntos, tales que tomados dos 
puntos cualesquiera diferentes P,(X,.y 1) y Р-У) del lugar, el valor de la pendiente, m, es siempre constante. 


Ecuación punto-pendiente para construir la ecuación de una recta 


La recta se determina cuando se conoce uno de sus puntos y su dirección; analiticamente, la ecuación de la recta 
se determina cuando se conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su ángulo de inclinación o pendiente. 


Teorema 


La recta que pasa por el punto Руху) cuya pendiente es т, satisface la formula: 


y= yı = mle 41) 


De la cual, se obtiene la ecuación de la recta: 


mlx — z2) + yı 


Demostración 


Sean (х,у) y Рлбп,ут) un punto cualquiera y el punto dado, respectivamente, de una recta. 
Al elaborar la gráfica, se tiene: 


La pendiente de la recta РР, es: 
JN 


т 


xx 
al eliminar el denominador, resulta: 


y NM 


1 
"Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto АО, 4) cuya pendiente es igual а =. 


Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 


x+3y+12-2 
1+3y+10=0 
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Al representar la gráfica correspondiente, se tiene: 


AQA) 


-Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto A(—5.2) y tiene un ángulo de inclinación igual a z, 


Solución 


3 
Como т = 135", a partir de la definición de pendiente, se tiene: 


m= tand 
т = tan 135° 
m=-1 

Al sustituir en la ecuación punto-pendiente Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


dela recta, resulta: 
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Ecuación pondionto-ordonada on el origen de una recta 


y тх x) 
y-b=mx- 0) 
x-b=mx 


Esta forma de la ecuación de la recta es la ecuación punto-pendiente, también se le denomina forma común o 
ecuación de la recta en forma simplificada. 


Teorema 
La ecuación de la recta cuya pendiente es m, tiene su ordenada en el origen b, es: 
y=mx4b 


Una recta paralela al eje y no tiene ordenada en el origen, 
рог lo anterior, la ecuación no ве aplica, en este caso, su ecuación es: 


х=а 


А Р 2 ss 
Encuentra la ecuación de la recta que tiene una pendiente igual a —7 cuya intersección соп el eje yes 3. 


Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación pendiente-ordenada en el origen de la secta, resulta: 


лу=—2х+21 
2x+7y-21=0 
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Al elaborar la gráfica, se tiene: 


B03) 


2 @e-Encuentra la ecuación de la recta que tiene una pendiente igual a 2 cuya intersección con el eje y es 
Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación pendiente-ordenada en el origen de la recta, resulta: 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 


y 


Ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados 


Por geometría, la recta queda perfectamente determinada por dos cualesquiera de sus puntos; analíticamente, 
la ecuación de una recta también queda perfectamente determinada cuando se conocen las coordenadas de dos 
cualesquiera de sus puntos. 


Teorema 


La ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados Р(х,у) у Рабо.) es: 


A esta forma de la ecuación de la recta, también se le denomina cartesiana. 
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Demostración 


Sean Р(х,у) y Руз) dos puntos cualesquiera de una recta, cuya pendiente cs: 


Al sustituir т en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta; 


[EEE Joso 


Six, =x, la ecuación anterior no se puede aplicar, 
сото la recta es paralela al eje y, su ecuación es: 


IN 


х=а 
EJEMPLOS . 
А a 
E -Encuentra la ecuación de la recta que pasa por los puntos А( 3, 1) y В(5,2). 
а Solución 
Al sustituir los datos dados en la ecuación Al elaborar la gráfica, se tiene: 
de la recta que pasa por dos puntos 
dados, resulta: 
y 
8(y+1)=3(x +3) 
—8y-8=-31-9 
3x-8y-849=0 
3х-у+1=0 
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2 e=-Una recta pasa porel punto A(7,5) y es paralela а la recta formada por los puntos P(-2,2) y QG,-4). Encuentra 
su ecuación. 


Solución 


Sean €, la recta que pasa por el punto A y €, la recta que contiene los puntos P y О, como ambas rectas son 
paralelas, sus pendientes son iguales (mê; = тё). 

Al sustituir los valores de P(-2.2), QG.-4) 
en la ecuación de la recta que pasa por 

dos puntos dados, resulta: 


Por lo tanto. la ecuación de la recta €, es 


y= [$ 
E 


Al usar la ecuación de punto-pendiente, resulta: 


lx y su pendiente m, es -£ 
qe эй: 


m(x =) 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 


y 
4 


La ecuación de la recta 6 es y = Je 


pendiente т, es igual a la pendiente т, de la recta €. 


Ecuación simétrica o canónica de la recta 


Sea € una recta que interseca a los ejes coordenados x, y en los puntos A(a.0) y B(0.b), respectivamente: 


Ў 


Al determinar la pendiente de 
la recta dada, se tiene: 
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Al sustituir los datos en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 


YN = maxi) 


A esta forma ecuación de la recta, también se le denomina reducida 
о abscisa-ordenada en el origen. 


Teorema 


La ecuación de la recta que interseca a los ejes coordenados x, y en los puntos (4,0) y (0,b), respectivamente es: 


x 
312 a#0yb=0 

a b 7 

Si a = 0, entonces también В = 0 y la ecuación de la forma simétrica no se puede aplicar; en este caso, по se 


conoce un punto del sistema coordenado ni el valor de la pendiente por lo que la información no es suficiente 
para determinar la ecuación de la recta. 


EJEMPLOS . 
Е 


-Las intersecciones que una recta determina sobre los ejes х, у son P(4,0) y Q(O, 7) respectivamente, determina 
su ecuación. 
Solución 
Al sustituir los datos dados en la ecuación 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 
simétrica de la recta, resulta: 


7х—4у—28=0 
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2 «1.05 segmentos de una recta sobre los ejes х, y son А(—6,0) y В(0, 2). Determina su ecuación. 
Solución 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: Al sustituir los datos dados en la ecua- 
ción simétrica de la recta, resulta: 


2х+6бу+12=0 


Ecuación de la recta en su forma general 


La ecuación lineal en dos variables x, y de la forma: 
Ax + By+C=0 


se denomina forma general de la ecuación de la recta; donde los coeficientes A, В у C son números reales, con 
la condición de que A o B debe ser diferente de cero y С puede o no ser igual a cero. 

Para saber si la ecuación Ar | Ву | С = 0 representa siempre una línea recta, es necesario analizar su 
nte de y es igual o diferente de cero. 


Si B = 0, entonces А = 0, por tanto, la ecuación Ах + By + C = О, se reduce a; 


Ax + By + C=O 
Ax + (Oy + C=0 
Ax t+ C=O 


Esta forma corresponde a la ecuación de una recta paralela al eje y, es decir: 


(abscisa en el origen) 
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Caso 2 


Si В = 0, al dividir la ecuación Ax | By | С = O cntre B, resulta: 


Ах+Ву+С =0 


Esta forma corresponde a la ecuación de una recta de pendiente con ordenada en el origen, es decir, 
y = mx + b, donde: 


Pendiente de la recta Ordenada en el origen 


Por lo anterior, se concluye en que la ecuación Ах + By + C = 0, representa una recta. 
Teorema 


La ecuación lineal en las variables x, y, denotada por Ax + By + C=0, representa una recta y recíprocamente. 


Determina la ecuación de la recta, calculando los coeficientes de la forma general, que pasa por el punto 


A(-1,4) y tiene una pendiente igual a =, 


Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 


Por lo tanto, los coeficientes 
de la ecuación, son: 


A=3 
2-8 B=2 
эх +2у Ecuación de la recta gès 


Ax+By+C=0 J ensu forma general. 


Para graficar la ecuación de la recta anterior, se determina la abscisa y ordenada en el origen, es decir: 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


2 0=-Determina la ecuación de una recta en su forma general, si sus intersecciones son A(—8,0) y B(0,5) y transfór- 
malaa la forma común. 


Solución 


Al elaborar la gráfica, se tiene: Al sustituir los datos dados en la ecuación canónica 
de la recta, resulta: 


KOS) 


Ecuación de la recta 
en su forma general. 


A80) g 


Transformando la ecuación general a la forma común, resul 


5x—8y+40=0 
By=5x +40 
Sx+40 


Ecuación de la recta 
en su forma común. 


ts } 
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3 же. ¿Cuál es la pendiente y la intersección con el eje y de la recta cuya ecuación es 3x 7у — 21 = 0? 


Solución 


La ecuación de la recta dada está escrita en la forma general, cuyos coeficientes son: 


3-79-21 =0 La pendiente de la recta La intersección de la recta 
Ax + By + C=0 se delermina por: con el eje yes: 
A=3 
=-1 
с= 21 


Para representar gráficamente la ecuación dela Al elaborar gráfica, se tiene: 
recta se determina la intersección con 
el eje x, es decir: 


Distintas formas de la ecuación de la recta 


La ecuación de la recta se presenta hasta el momento en las siguientes formas: 
1. Ecuación de la recta en su forma general: 
Ax+ By+C=0 
2. Ecuación pendiente-ordenada en el origen de una recta, también se le denomina de forma común: 
y=mx4b 
3. Ecuación simétrica o canónica de la recta, también se le denomina de forma reducida o de abscisa-ordonada 
enel origen: 
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4. Ecuación punto-pendiente de una recta: 
у-у Mx) 
5. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados, también se le denomina de forma cartesiana: 


e»‏ س 


AX 


EJEMPLOS . 
3 4 


Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto АС 5.2) cuya pendiente es 1, escribe en la forma ge- 
19) neral, común y canónica. 3 


Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 


уст) Six- 3y+11=0, se liene: 
1 
у-2= (+5 
Ў 36 ) 
3y—6=x+5 
x-3y+11=0 


Ecuación de la recta. 
en la forma general. en la forma común. 


Los coeficientes de la forma general de la ecuación de 1а recta son: A — 1, B = Зу C — 11. AI determinar las 
intersecciones de la recta con los ejes a, y se tiene: 
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La forma canónica, también se puede determinar de la siguiente manera: 


Six Зу +11 — 0 se divide la ccuación entre 3, entonces: 


Al dividir la ecuación entro — 


Ecuación de la recta en su forma canónica. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tie 


ye- Calcula la pendiente, el ángulo de inclinación y las intersecciones con los ejes coordenados, para la recta que 
pasa por el punto A(4. -5) y es perpendicular a la recta 4x —7y + 36 = 0: determina la ecuación en su forma 
general, común y simétrica. 


Solución 


Sea €, la recta que pasa por el punto A y 6. la recta cuya ecuación es dx —7y + 36 — 0. Si lasrectas son perpen- 
diculares, sus pendientes son recíprocas y de signo contrario. 
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A partir de €», se tiene: La m para la recta €, es: El ángulo de inclinación para la recta €,, es: 


4х-Лу+36=0 m1 0=arelan m 
y HE 
ЫЕ 0-2) 
1 4 
"ETAN 
E 0=-60° 1518" 
1 si 180° — 179° 59 60" 
m=- PISI 
0 = 11904447" 
Al aplicarla ecuación de punto-pendiente de la recta, La intersección de la recta £, con los ejes 
resulta: coordenados, es: 
y NM n) lia 
A 


а 
+= - 4 
049-76 0 


4(y+5)=-7(x-4) 
4y+20=-7x +28 
Tx+4y-8=0 


Al aplicar la ecuación simétrica de la recta, para los valores obtenidos, resulta: 


Si7r+4y-8=0 


Ecuación de la secta Ê, оп 
forma simétrica. 


Ecuación de la recta €, en 
y=1+2 Я 
а forma común. 


Al elaborar la gráfica 
correspondiente, se tiene: 
te 


(02) 
A= 1196" 


A(4.—5) 
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Una recta pasa por los puntos P(—1,3) y Q(5,4), escribe su ecuación en forma de determinante y transfórmala 
а1а forma general, común y simétrica. 

Solución 

La ecuación de la recta que pasa por los dos puntos dados P(x,y) у P,(x,,¥,), escrita en forma de determi- 
nante, es: 


xr yi 
жох L= 00) MIN + Ху: Со Ху) 02M (10000) = O 
hyl 


Al sustituir los datos dados en la ecuación anterior, resulta: 


tya 
1 3 1 |= wO 4-Р) 53X) — (хаа) D= 0 
541 


3 +5у-4—15-4х+у=0 
х\бу 19=0 
х—бу}19=0 ) Ecuación de la recta en su forma general. 


Con el fin de comprobar el resultado obienido, se sustituyen los datos dados en la ecuación de la recta que 
pasa por dos puntos dados, es decir: 


Six — бу + 19 =0, se despeja a y, es decir: 


—бу=—х—19 


19 | Ecuación de la recta 
6 J en su forma común. 
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Six бу | 19 —0, se puede escribir como: x. 6y = 19, así, al dividir la ecuación entre 19, гози 


х 6y_-19 
19 —19 —19 


en su forma simétrica. 


1 | Ecuación de la recta 


Д еә: сісттіпа la ecuación de la recta cuya pendiente es - y que pasa por el punto de intersección de las rectas 
13x -y — 45 —0 y 11х — Sy —9 — 0, escribe la ecuación en la forma general y común. 
Solución 
Al resolver el sistema de ecuaciones dadas, se determina el punto de intersección, es decir: 


Br- y-45=0 (1) 
lx — Sy -9=0 (2) 


Al multiplicar la ecuación (1) por 5, se йеп 
S(13x—y-45=0) 

—65+ 8у+225=0 

1їх8у-9—0 


Al sustituir el valor de x en (2). resulta: 


Mx — Sy — 9=0 
(INIA) — Sy 9—0 
44- 5y - 
Sy +35 


El punto de intersección entre las rectas dadas es A(4,7). 


punto-pendiente de la recta, resulta: 


| Ecuación de la recta 
en su forma general. 


Омрар 2 


la lnea raca 


Si7x | Зу 49 =0, se despeja y, es decir: 


Ecuación de la recta 
en su forma simplificada. 


Intersccciones con los ejes: Al elaborar la gráfica, se tiene: 


їз у 45=0 (MD 


ПЯ 


Пк+зу-40=0 


її+зу-9=0 


| Tx4+3y- 49-0 (3) 


Евссо 9 
; L Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto dado y tiene la pendiente que se indica. 
t 1. AGDym=3 4 РА0ут= Н 
: 2. в 65)ут= 2 
: ч 3 5. QU0I)ym= 
Н 3. С(3,5)ут= 1 6. А(3.)ут= 2 
: Il. Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto dado y tiene el ángulo de inclinación que se indica. 
: 1. AA) y0 = 60° 3. Р(,-Т)у 6 = 135° 
: 2. B(5, 2)у0 = 71933547 4. QU 11)y 0 = 6193625" 
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11. Determina la ecuación de la recta que tiene la pendiente dada y su intersección con el eje y que se indica. 


Й L m= 2 intersecciónen 3 4. m 
: 5, intersección en 2 5. т н. 
à з. m=4, interseciónen E 6. m= -2, intersección en 1 
Н IV. Determina la ecuación de la recta que pasa por los puntos dados. 
Escibe los números 
correspondientes 1. A(24)y B(-75) 4. P(-65) y 009,1) 
* 2. P3.2) y O55) 5. R02) y (7,3) 
з. М(-1зууМ2,б) 6. MG-4)y NOT) 
V. Determina la ecuación de la recta cuyas intersecciones con los ejes x, у se indican respectivamente. 
1. AGS) y 00,2) 4 а) о) 
2. MG.0) y NO.1) 5. A(O) y B(0,-5) 
К 40)у 1102) 6. C10)y DON 


VI. Resuelve los siguientes problemas. 


Los vértices de un cuadrilátero son А( 2,1), 8(4,7), С(5,2) y D(3, 2), encuentra las ecuaciones de las 
rectas que corresponden a sus lados. 


2. Una recta pasa por los puntos P(7,4) y ОЗ. 6), encuentra su ecuación en la forma canónica. 


Determina la ecuación en la forma general y simétrica, de una recta cuya pendiente 1 y que pasa por 
el punto A(-2,6). a 


4. Determinar la ecuación de la mediatriz del segmento M( 1,7) y M5, 2), en la forma general y común. 

5. Una recta interseca a los ejes x, уеп 3 y 5 respectivamente, encuentra la ecuación de la recta paralela 
ala recta anterior que pasa por el punto А-5) 

6. Encuentra la ecuación de la recta que pasa рог el punto Р(5, -3) у que corta al eje y en 7. 


7. Demuestra que los puntos P(2, -6), Q(-3, —1) y R(-5,)) soncolineales, es decir, encuentra la ecuación 
Че la recta que pasa por dos de ellos y verifica que el tercero pertenezca a la recta. 


8. Encuentra la ecuación de la mediatriz dada la recta x — y + 5 = 0. 


9. Encuentra las ecuaciones de las rectas definidas por los lados del triângulo cuyos vértices son A(2,4), 
B(6.7) y C0.1). 

10. Encuentra el área del triángulo rectángulo formado por los ejes coordenados y la recta cuya ecuación 
esdr-2y-6=0. 


4 
11. El punto A de abscisa —4 está sobre la recta cuya pendiente es — y que pasa por el punto 
E(1,-3), calcula la ordenada de A. j 


12. Los vértices de un triángulo son A(2,3), 8(5,7) y С( 3,4), encuentra la ecuación de la recta que pasa 
porel vértice A y es paralela al lado opuesto ВС. 
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13. Los vértices de un triángulo son A( 3.4). B(9.0) y C(1, 8), determina las ecuaciones de lasrectas que 
pasan por el vértice A y trisecan al lado opuesto BC. 

14. Los vértices de un triángulo son A(3,2), B( 1, 2) y C(5, 4), encuentra los vértices del triángulo 
formado por las rectas que pasan por los vértices A, В y C, siendo paralelas a los lados opuestos. 

15. Determina el valor de los coeficientes A y B de la ecuación Ax 1 By 38 =0 de una recta, si debe 
pasar por los puntos A(4,2) y B(-5,7). 

16. Una recta pasa por los puntos A( 3,4) y B(l, 2), escribe su ecuación en forma de determinante y 
transfórmala a la forma general, común y simétrica. 

17. Encuentra la ecuación de la recta que es perpendicular a la recta Sx Зу — 15=0 y pasa por el punto 
АСЗ). 

18. Encuentra la pendiente ¢ intersecciones con los ejes coordenados рага la recta 4х | Зу | 13 = 0, 

19. Determina la pendiente, ángulo de inclinación y las intersecciones con los ejes coordenados, para la 
recta que pasa porel punto A(3, 4) y es paralela a la recta 3x — 4y | 11 = 0; escríbela en las formas 
general, común y simétrica. 


20. Encuentra los valores de k para que la recta 4r | Sy | К = О forme con los ejes coordenados un trián- 


gulo rectángulo cuya área sea Š de unidades cuadradas. 
2 


21. Demuestra que la recta que pasa por los puntos A(-7,2) y B(-4,-1),biseca al segmento de extremos 
M(-8,-3) y NG.-3). 


22. Demuestra que lasrectas 2х — y —1 = 0,х— Ву +37 =0,2х -y -16=0yx ву +7 
un paralelogramo y determina las ecuaciones de sus diagonales. 


), forman 


23. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas Sx + бу - 4=0 
ух —3у + 2=0 y quees paralela a la recta 4x + y + 7 =0. 


24. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto A(1,2) y рог el punto de intersección de las 
rectas x + Sy -4=0y21-3y=0. 


25. Los vértices de un triángulo son A(26), B(8,-4) y С\ 3,5). Encuentra las ecuaciones de las rectas 
que pasan por el vértice A, si una es paralela y la otra es perpendicular al lado BC. 


26. Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto M(8,-3) y es perpendicular a la recta 


Ш 


27. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el origen del sistema coordenado y es paralela a la recta 


y 


28. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto A(A, 6) y es perpendicular a la recta 
y=-31 42, 


29. La pendiente de una recta escrita en su forma general Ax + Ву + С — 0 es 7, Encuentra el valor de los 
coeficientes А, В y Csi la recta pasa por el punto К(1, 6). 


30. Aplicando la forma de determinante para la ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados; escríbela 
en su forma general, común y simétrica. 
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a) A(-85) y B(02) о KC 24) yU6, 3) 


b) PO) y 33) а) (2-3)  Е 


31. Determina los valores de k para que la recta 2х + Зу + k = 0 forme con los ejes coordenados un trián- 
gulo de área igual a 27 unidades cuadradas. 


32. Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2.—3) y es perpendicular а la recta que une 
los puntos P(4,4) y ОС 2,8). 


33. Encuentra la ecuación de la mediatriz del segmento determinado por los puntos M(9,4) y М(—3,—2). 
34. Encuentra el valor de К para que la recla 3x + 4ky — 24 = О pase por el punto A(—8,3), 
35. Encuentra el valor de k de tal manera que: 


ау Sk + 3y ¥ Ё— 4=0 pase porel punto P(-3,6). 


b) 6х ky 11 = O tenga como pendiente a 5. 


с) kr -3у— 6k —12 tenga abscisa al origen a 4. 


©) Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente... s « s ...... 


Ecuación de la recta en la forma normal 
Forma normal de la ecuación de la recta 


Sea OP, un segmento de longitud p, donde uno de sus extremos es siempre el origen dels 

La posición precisa de dicho segmento de recta en el plano coordenado está determinada por el ángulo ш, 
cuyo valor positivo se obtiene al girar el radio vector ОР, alrededor del origen en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj. con base en lo anterior la longitud p es siempre positiva, sin importar cuál es su posición 
уа que el valor del ángulo w puede ser: 


Ф <u < 60° 


Para cualquier valor de р y w, la recta € trazada por el punto P(x,y) y perpendicular al segmento OP), se 
determina perfectamente al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta; también por trigonometría, para 
cualquier posición de la recta € es: ху = p cos w, y, = p sen ал; por lo que las coordenadas del punto P; зоп: 
(p cos ш, p sen w). 

Gráficamente, se tiene: 


Омрар 2 


la lnea raca 


En las siguientes figuras para las posiciones en el primero y segundo cuadrantes, respectivamente, se observa 
que el ángulo de inclinación del segmento ØP, se representa por w, por tanto, su pondiente es m tan w 


t ¢ 
Y 
N 
Pi) 
AN 
p) ۱ 
А, | р: Ñ 
1 >x x 
Posición en el primer cuadrante. Posición en el segundo cuadrante. 


En las siguientes figuras, para las posiciones еп el tercero y cuarto cuadrantes, respectivamente, se observa 
que el ángulo de inclinación del segmento OP, se representa por гъ, por tanto, su pendiente es m tan ev. 

Сото tan ш — lan (180° + a) = tan a, se establece que para todas las posiciones del segmento OP,, la 
pendiente es m = tan ш. 


Posición en el tercer cuadrante. 
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Como la recta Р es perpendicular al segmento OP,, su pendiente es recíproca y de signo contrario, es decir: 


созш 
тї=—со. 


sen uw 


Como la recta € pasa por el punto Р, (р cos шур sen w) se aplica la ecuación punto-pendiente de la recta, 
tenemos: 


sen uw (y реса) = cos w(t pcosw) 


y sen ш — psen? xx cos w+ pco? w 


=0 


acos wt ysenw— pse ш pco? 


xcosw + ysen w — pisen? w + cos? u) = 0 


Aplicando la identidad trigonométrica, sen? w + cos? w 


+ resulta: 


хсов ш + узепш— p(1) = Û 


хсовш + ysen u -p=0 


Teoremo 


La ecuación de la recia en la forma normal es x cos w + y sen w — р =0, donde р es un número positivo, numé- 
ricamente igual a la longitud de la recta normal trazada desde el origen que se representa por w y que se mide 
a partir de la parte positiva del eje x hacia la recta normal; dicho ángulo puede tener valores entre O° y 360%, es 
decir, 0° < ш < 360", 

Si la recta € pasa por el origen, el valor de p es cero en la forma normal de la ecuación. Al suponer que la 
ida siempre hacia arriba del origen, el valor del ángulo w está dado entre 0° y 180°. 


EJEMPLOS . 
3 > 


«Determina la ecuación de la recta en su forma normal, si w z. yp 
Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación de la recta еп su forma normal, resulta: 
x cos w+ y snw- p=0 


x cos Z+y sen E-4=0 


6 6 
x cos 30° + y sen 30°—4 =0 
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Gráficamente, tenemos: 


Dado un círculo cuyo centro está en el origen y radio igual a 7; determina la ecuación de la recta tangente en su 
forma normal, si el punto de tangencia es А(—4,—./33). 


Sol 


Al elaborar la gráfica con los datos dados, se tiene: 
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Por trigonometría, se tiene: 


HIP 7 


Al aplicar los resultados en la ecuación de la recta en su forma normal, se tiene: 


x сов w+y senw—p=0 


49462 


|= 


T 
6-9,5 


Transformando la ecuación de la recta en su forma normal a la forma general, resulta: 


сы 33y 49 в 
7 


4x4 433y449=0 


Para graficar la ecuación de la recta tangente a la circunferencia, se determina la intersección con los ejes 
coordenados, es decir: 
e 49 49 
E -- LH 0-852 
в 4 у“ 
| @e-La ecuación de una recta en la forma normal es x cos w + y sen ш —6 = 0; determina el valor de w para que el 
у paraq 
punto de la recta más cercano al origen sea k(—3,3 4/3). 


=-1225 
4 


Solución 
Al elaborar la gráfica de los datos dados, se tiene: 
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De la ecuación x cos w | y sen ш 6 =0, se sabe que р = 6. Entonces por trigonometria, se tiene: 


ОР 3/3 B 
sen = = 
HIP 6 2 
ADY 1 
езш А07 z 
HIP 2 


6 
АВ 

а зыш. B 
7 


созш 
w= arctan (—/3) 
w= arctan (V3) 
ш=—60° 


Dado que el punto se encuentra en el segundo cuadrante, se tiene: 


=180°—60° = 120° 


La ecuación de la recta en su forma normal es: La ecuación de la recta en su forma general es; 
хсоз w+sen w— р=0 —х+\Зу-12 
x cos 12004 sen 120°— 6=0 2 — 
x+vV3y-12= 
1-V3y+12=0 


E нп ce e 


Reducción de la forma general de la ecuación de una recta a la forma normal 


Si las ecuaciones Ax + By + C=0 y x cos w + y sen w— р = 0, representan la misma recta en su forma general 
y normal, respectivamente. Los coeficientes de ambas ecuaciones deben ser iguales o proporcionales, es decir: 


совш = KA senw= kB p=xC 


Donde К es la constante de proporcionalidad. Si elevamos al cuadrado las expresiones, cos w = КА y 
sen w = KB, se tendrá que cos ш = Kê AF y sen? ш = K E, así, al sumar ambas cxpreciones, resulta: 


cos? w-+sen? w 


сов? w+ sen? ал = КОА? + В?) 


101 


2 Unoa 


Grown ANAÎNCA 


Al aplicar la identidad trigonométrica, cos? ш + senw = 1 , en la ecuación anterior, resulta: 


(A+B) 
k? (A +E?) 


„donde А2 +В? #0 


HJA + 
Al sustituir el valor de К en las siguientes expresiones, se tiene: 


созш = КА sen w= kB 


1 1 
созш = А sm 
E Е тт) E A2 + R? 


соза = sen 


B 
EJA? +В? 


La recta definida por la ecuación Ax + By + C = Oen la forma general, tiene por ecuación en la forma normal: 


x+ 0 


B 
=== == 
tA + AFB HATE 


Se hace notar que el radical r = A + B no puede usar al mismo tiempo ambos signos, ya que el valor 


с 
HATE 
negativa, lo que significa que el radical А? + В? debe tomarse con signo contrario al signo del coeficiente С. 

Si la recta pasa por el origen del sistema coordenado, en la ecuación de la recta de forma general el valor de 
C es сего; es la ecuación de la recta en forma normal el valor de p también es cero y el ángulo w tiene valores 
comprendidos entre 0° y 180°. 


del ángulo no sería único. Se debe recordar que р es una constante positiva, por tanto, —p 


Para dicho intervalo de wla Función sen es positiva, por lo que establecemos que K y В deben ser del mismo 
signo, siempre y cuando el coeficiente В sea diferente de cero; por lo tanto, el radical debe tener el mismo 
signo del coeficiente B. 


En caso de que el coeficiente В sea igual а cero, la función sen w = 0, es decir, el ángulo ш = 0°; por lo que 
se establece que la función cos w = 1 y por lo tanto, K y el coeficiente A deben de tener signos iguales, es decir: 
Si el coeficiente A es diferente de cero el radical debe tener el mismo signo que A. 


Teorema 
La ecuación de la recta en su forma general Ax + By + С = 0, puede reducirse a la forma normal 


x совш + y sen wp = 0, al dividir cada término de Ax + By + C=0 entre el radical r = 4 + FF. donde el 
signo que precede al radical se selecciona de acuerdo con las siguientes condiciones: 


Si C=0, el radical es de signo contrario a С. 


їй. 
2. SiC=0yB=0,el radical y В tienen el mismo signo. 
3. SiC—B=—0yA=0,elradical y A tienen el mismo signo. 
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EJEMPLOS . 


“La ecuación de una recta es Зх — 4y — 24 = 0, reduce su ecuación a la forma normal y determina los valores 
dep yu 


Soh 


La ecuación de la recta 3x — 4y — 24 — О está escrita еп su forma general, por tanto, sus coeficientes son 
A=3,B=-4yC=-2M. 
Al conocer los valores de los coeficientes, se determina el valor y signo del radical, es decir: 
4A +B 
r= +P +47 = 49+16 =5 
) Como Ces negativo, el signo 


r 


F 
del radical debe ser contrario a C. 


r=5 


La recta definida por la forma general Ах + Ву + C = 0, tiene por ecuación en la forma normal: 


Aya +В 


Al sustituir los datos encontrados, resulta: 


Ecuación de la recta 
еп su forma normal. 


El valor de p es: 


El valor del ángulo wes: 


A 
گس سن‎ 

HATE HA FE 
س‎ = 206 20% 


Se hace notar que la función seno es de signo negativo y la función coseno es positiva, por lo que se deduce 
que el ángulo w se ubica en el cuarto cuadrante del sistema coordenado. 


ш = arccos (0.6) агсзеп (—0.8) 
ш = 53° 07 48” w= —53° 07 48" 
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Restando a 360° se determina el valor preciso de w. 
360" = 359° 59 60” 
53°07 48” 
ш=306° 527 12” 


Gráficamente, se tiene: 


2 e=-Calcula la distancia del origen a la recta 4л + Зу + 1 


Solución 


De la ecuación dada, se determina su pendiente y las intersecciones con los ejes х, у, es decir: 
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La distancia del origen a la recta dada se mide sobre una recta perpendicular, cuya pendiente es recíproca 
y de signo contrario, 


Si ml, = 


ا 


Ла recíproca y de signo contrario es: 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 
y-y=mg- x) 
3 
-0=24-0) 
y 2° ) 
4y=3x 
эх 4у=0 } Ecuación de la recta (6) perpendicular а (6) 


Al resolver el sistema entre £, y €», se determina su intersección, es decir: 


4r +3y + 13=0 
їх-4у=0 А] 


Se multiplica €, por 4 y €z por 3, así: 


44x + 3y + 13=0) — 161 + 2y+52=0 
Зах 4y =0) 9x 
25 
Al sustituir el valor de x en Ё, se determina el valor de y, es decir: 
25 
156 a ӨЗ p, 
-5 9= El punto de intersección entre €, y € es: 
ayal КЕЕ. 
25 25` 25, 
dee 
25 
— 
= 16. Y 
ПЕ 25 
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Se determina ahora la distancia entre el origen y el punto de intersección, es decir: 


a= a mF FO =F d = 443264124336 


эр Е 
= (+3) +(@+ d= 4676 
2704 €... 
625 625 E 


La distancia del origen a la recta 4x + 3y + 13 = 0, es 26 unidades. 


Otro método más fácil para calcular la distancia del origen a la recta 4x + 3y + 13 = 0; consiste en determinar 
el valor de p. ya que es el radio vector de dicha recta. 


Sean los coeficientes de la ecuación dada: А — 
es decir: 


, B=3 y C— 13. Se determina el valor y signo del radical, 


ES 
47 4GP —+y1649 
vI 


r=45 


Como C es positivo, el signo del radical debe ser contrario a C. Así, 


El valor de p es: 


Se confirma que la distancia del origen a la recta 
4x + Зу + 13 = Oes 2.6 unidades, 


je- Determina la ecuación de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa por el punto A(—7,—1) 
Solución 


Una de las rectas que pasa por el punto A(—7,—1) es: 
Y y mx) 
y +l=mx 47) 


y 1 1 = тх | Tm 
my +7m-1=0 


т y4 (Im 1-0] Ecuación de la recta en su forma general. 
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Los coeficientes de la recta, escrita en su forma general son:A=m, B = 1y C= 7m  1.Así,clradical es: 


r= HA +В 
r=4 mf + OIF = ут 
r= tm? F] 
El signo del radical queda indefinido porque el signo de C se desconoce, ya que depende del valor de la 
pendiente. 
La forma general Ах + By + C=0, transformada a la forma normal es: 
A E 
a E ea 
ES 


Al sustituir los valores de los coeficientes y el radical, resulta: 


тур тт] 
үт +1 ута Бут +1 


с 
Sila distancia al ori =5, рт пеша: 
ila distancia al оеп esp = 5, y como —P =, ros 


Elevando al cuadrado ambos +5 та 


miembros de la ecuación, resulta: 
(s/n +1) = (m-1 
25m +25 = 49m" —14m4-1 


25т? +25 49m? —14т—1=0 


24m? 1 14m 240 
зат? —14т—24=0 


Al aplicar la fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, resulta: 


6+1? -gac _ 14+ [й47 —4{(24(—24) 


т 
2а 204) 
1919642304 _ 14+ 2500 14-50 
48 48 48 
64 

m = 
8 

т 
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Para las condiciones dadas, se encontraron dos rectas que pasan por el punto A(—7, 1) con diferente pen- 
diente. Al sustituir estos valores en la forma general, resulta: 


4х—3у+25 


=0 
3 
4х—3у+25=0 is ad 
3x+4y+25=0 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
y 
х 
. 
Ejercicio 10 

1. Determina la ecuación de la recta en la forma normal, para los siguientes valores de py w; traza la gráfica 


correspondiente. 


a 
3, t 4 р=4уш=^ 

р=4уф=+х 
5. p=1yw=45 


6 р=2уш= 225° 


108 


Омрар 2 


м. 


la lnea raca 


Resuelve los siguientes problemas 


Й 


Determina la ecuación de la tangente en forma normal de una recta tangente a un círculo de centro еп 
el origen y radio igual a 5; cuyo punto de tangencia es (3,4). 


Un círculo tiene centro en el origen y radio /74, encuentra la ecuación de su recta tangente en el punto 
Аб,-7). 


La ecuación de una recia еп la forma normal es x сов ш + y sen w -3 = 
para que la recta pase por el punto A(2,—/3). 


. Encuentra el valor de w 


La ecuación de una recta en la forma normal es x cos w + y sen w —2 = 0. Encuentra el valor de w 
para que la recta pase por el punto А(—1,— 3). 


En equipo, reduce las siguientes ecuaciones a la forma normal y determina los valores de p y w. 


L 


х-у-4=0 6. 4 }+5у+10=0 Esoribe los números 
correspondientes 

2 = . 413 = E R 

21 +3y-8=0 7. ах +3) — 18=0 т 

3х+2у-7=0 8. зл -4у+11= Es 

x+2y-13=0 9, 5х - 3y - 15-0 Tae 

Sr- dy 419=0 10. x-y- 9=0 


Encuentra la distancia del origen a cada una de las siguientes rectas. 


1. 
2. 


51-Ty-11=0 3. 2х-3у+9=0 
3x+4y +25 =0 4. 3х+4у-10=0 


Reduce las siguientes ecuaciones a la forma normal y determina los valores de р y w. 


Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria tus resultados. 


Encuenira la ecuación de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa por el punto A(1,7). 


El ángulo de inclinación de una recta es de 125°, encuentra su ecuación si su distancia del origenes 4. 


4 4 
La pendiente de una recta es 7 , encuentra su ecuación si su distancia del origenes 
Encuentra la forma normal de la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(7,4) y ВС 1. 4). 


Encuentra la forma normal de la ecuación de la recta que es paralela a la recta x + y 5 = O y que 
pasa por el punto A(-3.-5). 
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A nn ENEA 


11. Encuentra la forma normal de la ecuación de la recta que es paralela a la recta 12r — Sy — 52 


16. Encuentra 1а ecuación de la recta que es paralela a 12x — Sy — 15=0, cuya distancia al origen es 


6. Determina la ecuación de la recta que es paralela a 6х + 4y —18 — 0 y cuya distancia al origen es 8. 


7. Encuentra la forma normal de la ecuación de la recta que es perpendicular a la recta 2x — 3y +7=0 
y determina sobre el eje x un segmento orientado de longidad —9. 


8. Encuentra la distancia al origen de las rectas paralelas 3x — 4y + 12=0 y 3r — 4y — 16 = O c indica 
cuál es la distancia entre las dos rectas. 


9. Encuentra la distancia al origen de las rectas paralelas ах + Зу — 33 =0 у4х +5 
la distancia entre las dos rectas. 


=0y calcula 


10. La ecuación de una recta es x + y — 6 = 0 y las coordenadas de un punto M son (3,3). Encuentra la 


ecuación de la recta que pasa por М y дие ев paralela a la recta dada, y determina la distancia del punto 
M ala recta dada. 


y que pasa por el punto A(—2.4). 


12. Encuentra las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(42) y distan dos unidades del origen. 


13. Los vértices de un triángulo son А( 42), B( 1,5) y C(2. 1), determina las ecuaciones de sus lados 


en la forma normal. 


5 > "нә У26 
14. La pendiente de una recta es 5, determina su ecuación si su distancia al origen es Y>. 
15. Encuentra la distancia al origen de las siguientes rectas: 
а) 3с+2у-7=0 b) 8x4 15y- 24=0 с) w- 8y+5=0 


13 


17. Encuentra la ecuación de la recta que es perpendicular a 2X — y + 4 = 0 y, cuya distancia al origen 


«б. 


18. Encuentra las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto AG, —5) y distan 3 unidades del origen. 
19, Determina el valor de k para que la distancia del origen a la recta x + ky —16 = 0 sea 2. 


20. Las intersecciones de una recta con los ejes x, y son 5 y 12 respectivamente. Determina la ecuación de 


dicha recta en su forma normal, así como, su distancia al origen. 


Ecuación de la recta en la forma polar 


Sistema de coordenadas polares 


Para ubicar un punto cualquiera en el plano, el sistema de coordenadas rectangulares lo fija con referencia a los 
ejes x, y que son rectas perpendiculares entre sí. 


En el sistema de coordenadas polares, dicho punto precisa su posición con referencia a una recta fija y a un 


punto fijo de la misma recta. La recta fija se denomina eje polar y el punto fijo polo. 


110 


Омрар 2 


la lnea raca 


“= 


En la gráfica anterior, la recta horizontal ОА es el eje polar y el punto O el polo. Si Р es un punto cualquiera en 
el plano coordenado, al trazar el segmento OP, la distancia se representa por r y el ángulo AOP por 0. 

La ubicación del punto Р respecto al eje polar y al polo, queda determinada cuando se conocen r y 0 quese 
denominan coordenadas polares del punto P; específicamente г se llama radio vector y 0 ángulo polar, ángulo 
vectorial o argumento de P. 

El radio vector r es positivo cuando se mide desde el polo al punto Р, y negativo cuando se mide del punto 
P al polo; el ángulo polar 0 es positivo cuando se mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

Las coordenadas de Р se denotan por (1,0) y la línea recta que pasa por el polo que es perpendicular al eje 
polar se denomina el eje а 90°. 

Para trazar un punto en el sistema de coordenadas polares, se recomienda el uso del papel coordenado polar. 
el cual se caracteriza por una serie de circunferencias concéntricas, es decir, tienen su centro común en el polo 
y sus radios son múltiplos del que se considera como unidad patrón de medida; también está formado por rectas 
concurrentes que pasan por el polo, los ángulos entre las rectas son iguales. 


Ejemplo 
me 
тос w me 
оқ ar 
А so 
не, 
[ a 
Iar 20° 
w 
180 A 
эя 
ж а 
ar ar 
20 E 
So 
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Conversión do coordonadas polares a rectangulares y viceversa 


Para un lugar geométrico determinado es necesario conocer el proceso de conversión de las coordenadas polares 
a rectangulares y viceversa. 

Las relaciones sencillas para la conversión se facilitan cuando el polo y el eje polar se hacen coincidir con 
el origen y la parte positiva del eje x del sistema polar al sistema rectangular. 


Gráficamente, se tiene: 


Si Р es un punto cualquiera que tiene por coordenadas rectangulares (х,у) y por coordenadas polares (1.9), 
y basándonos en la gráfica anterior. se hacen las siguientes deducciones: 


Para realizar la conversión de coordenadas polares a rectangulares y viceversa, debe tenerse presente el 
siguiente: 


Teorema 


Si el polo y el eje polar de un sistema de coordenadas polares coinciden, respectivamente, con el origen y la 
parte positiva del eje x del sistema de coordenadas rectangulares, la conversión de uno a otro de estos sistemas 
debe efectuarse por medio de las siguientes relaciones de trasformación: 


х=гсовй, y=r sen 0, x+y 


0= шаап 2, sen0=+2 
х 
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j- Encuentra las coordenadas rectangulares del punto Р cuyas coordenadas polares son (6.1509). 


Solución 


Las coordenadas polares del punto P son г = 6 у Û = 150°. 
Al aplicar las fórmulas de transformación, resulta: 


x=rco0s0 y=rsn0 
x=6 соз 150° у= 6 sen 150° 


Las coordenadas del punto Р en el sistema 
rectangulares son (-343.3). 


Gráficamente, se tiene: 


2 »•. Determina las coordenadas polares del punto A cuyas coordenadas rectangulares son (4,7), 
Solución 


Las coordenadas rectangulares del punto A son x = —4 уу = —7. 
Al aplicar las fórmulas de transformación, resulta: 


=P 
HAP EET 


-Т 
41644 s аа |7) 
+65 0 = arctan (1.75) 
El punto dado se ubica en el tercer 0= 601518 
cuadrante, por lo que: 


Ө= 180° + 60715718" 
В = 240715718" 


Las coordenadas del punto А en el sistema de coordenadas polares son (4/65,24015'19"), 
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Gráficamente, se tiene: 


3 es-Determina la ecuación polar de la curva cuya ecuación rectangular es 44 + 4y? — 2x — 16y + 13 = 0. 


Solución 


La ecuación dada puede escribirse como 402 (уЗ) — 21 — 16y + 13=0. 
Al aplicar y reemplazar las siguientes fórmulas de transformación: 3? + J* = P, x = r cos O y y = 
enla ecuación anterior, resulta: 


400 + ¥) - 2x 16y + 13=0 
M) -2(r сов 0) — 16 (rsen 0) + 13=0 


Así, la ecuación de la curva en su forma polar es: 


Mr) Arcos 0) — 16 (rsen 0) + 13=0 


e- Encuentra la ecuación rectangular del lugar geométrico cuya ecuación es 


Solución 
Reescribicado la ecuación dada, se tiene: 


1 — 2sen 0) 
r-2rsen0=1 


r=1 + 2r senê 


Al aplicar y reemplazar las siguientes fórmulas de transformación: г = X* + у? y y=r sen; en la ecua- 
ción anterior, resulta: 


r=1+2rsen0 
Al elevar al cuadrado, se tiene: М +у=1+2у 


К ооу? 
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+ Ayi 
Así, la. ecuación de la curva en su forma rectangular es: 
2-4 0 


Distancia entre dos puntos en coordenadas polares 
Sean Py(r1.0) y P(r.) dos puntos cualesquiera. Para determinar la distancia entre los puntos dados d =| RA], 
se utiliza el par principal de coordenadas de Р, y Py. Gráficamente, se tiene: 


ÓN 
а=) 


Figura 2.1 


Figura 2.2 


Al tomar como base la figura 2.1, se observa que con los radios vectores (r, y љ) y el polo, se forma el trián- 
gulo OPPs: el ángulo РОР: es igual (0, — 0.) que se obtiene de la relación < rar, = Û, — б 
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Se aplicó la ley de los cosenos, ya que se conocen dos lados (7, y r) y el ángulo comprendido (0, 02) 
entre dichos lados, es decir: 


O) 


= rî +r} – 2лљсоз (0, 61) 


Al tomar como base la figura 2.2, se observa que con los radios vectores (r, y гә) y el polo, se forma el trián- 
gulo OP,P,; el ángulo POP, es igual a (0. — 0) que se obtiene de la relación 4 гүл; = б, — h- 

Se aplica Та ley de los cosenos, уа que se conocen dos lados (r y г;) y elángulo comprendido (9, 01) entre 
dichos lados, es decir: 


Ф=г{} 4 г} —2гулусов (0, — 0) 


а= rî +r} -21r cos (h ~4) 


Ambas fórmulas se denominan fórmula de la distancia entre dos puntos en coordenadas polares y deberá 
aplicarse aquella que corresponde a un giro contrario a las manecillas del reloj para recorrer el ángulo entre los 
dos radios polares, es decir, si un ángulo se recorre de гу a r se aplica la fórmula que contiene cos (0: — 01); si 
el recorrido es de r, a гә se aplica la Fórmula que contiene cos (0, — 0). 


EJEMPLOS + 
үре” 


-Encuentra la distancia entre los puntos cuyas coordenadas polares son a(03) y as) 
Solución 


Al elaborar la gráfica, los datos dados, se tiene: 


Se hace notar que 0 = 7 —60° уй, ase 


3 
Para usar la diferencia 0, — 0, = 315° — 607 = 255° 


el recorrido del ángulo será en el sentido de las manecillas 
del reloj. 
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Al sustituir los datos dados en la fórmula de la distancia que corresponde, se tiene: 


а= Jr? + r 251,008 (9, —0,) 

d= [67 + (SF 26X8)cos (315—607) 
а = 36 +64 – 96с05255° 

а 100 + 24.8466 ~ (124.8466 


d11.1734 


La distancia entre A y Bes d = 11.1734 unidades. 


2 ее. Demuestra que los partos A(/2,45), B(/34,30%57'49") y C(452.326"18'36") son los vértices de un triángulo 
isósceles. 
Solución 


Al elaborar la gráfica los datos dados, se tiene: 


Un triángulo isósceles se caracteriza porque 
dos de sus lados tienen la misma longitud. Por 
lo tanto, se determinan las longitudes de los seg- 
mentos AC y BC. 

Se usará la fórmula: 


Fr? —2лг; cos (б, — 0) 


Para la longitud de AC se tiene: 


їйё\— J2} 1 (V2) 252) сов (45° — 326718/361) 
ас) = р +57 — 20.396сов 28191836") 
АПАС = /54—20396(0.1961) 
alAC|=/54=4 = 450 =7.071 
Para la longitud de BC se tiene: 
аїв©\= + (432) —2(434(432)cos(30"57/49"—320*18'30") 
d[EC|— [34152 840951005 (2959201477) 


al BC! „6 — 84.095 10.4280) 
al BC|= /86 — 36 = V50 ~ 7.071 


Como las distancias de los segmentos al AC] =dlBC] son iguales, 
se concluyo que cl triángulo ABC es isósccles. 
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Calcula el perímetro del polígono cuyos vértices son A(V25,68*11/54"), 8(/30,8%07'48"), С (5, 306"52'12") y 
D(y13,123%4125"). 


Solución 


Al elaborar la gráfica de los puntos dados, se tiene: 


Para determinar las longitudes de los lados 
del polígono, se usará la siguiente fórmula: 


а= fri? +r? — 2r cos (0, —0,) 


Para la longitud de AB se liene: 
ав = JUDY +(450) — 2(у/28)(,/50) cos 68(30"11'54" —8%0748") 


АГА = 29+ 50— 76.1577005 (905047067) 
[АЙ = [TO T6 TOA) 
АГАВ = [79 —38 = VFI 26.4031 

Para la longitud de ВС se tiene: 


alBc| Хоз) +15)? — 20450) (5) со (8*07'48"—306"52/12") 
4ЇВСЇ = [50 + 25 — 70.710бсо»х (2989447247) 


авс = [75 — 70.7106 (0.4808) 
а ВС = [75—34 = JFI 6.4031 
| Perala longitud de CD se tiene: 


alcol dor (VTS) — 2A5NV13)c0s (306"52'12" — 123°41'25”) 
ад — [25+ 13— 36.0555сов (183107477) 
АСО) = 38 — 36.0555 (—0.9984) 
dl CD| = ЗВ + 35.9999 = [73.9999 = 8.6023 

Para la longitud de AD se tiene: 
айїй (Y + (T3) — э(у29)(/13) cos (6811/54 123941125") 
alAD] = 29 + 13—38. &329сок (55291317) 


А0) = (32 — 38.8329 (0.5665) 
[АР] = /32—21-9996 «= V20.0004 = 4.4721 
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El perímetro se obtiene al sumar las longitudes de los lados del polígono dado, es decir: 


P=dlAB + dl BC +alCD| + dl AD| 
Р = 6.4031 1-6.4031 + 8.6023 1-4.4721 
Р = 25.8806 

Área de un triángulo en coordenadas polares 


El área del triángulo OP/P., donde 000,07). Рт.) y P(r2.9»). puede calcularse al aplicar la fórmula: 


L nrs sen (90) 


Para demostrar la fórmula anterior, se elabora la grafica de los puntos dados, es decir: 


тид) 


aon) 


El área de un triángulo se define como el producto de su base por su altura, todo sobre dos, es decir: 
bh 
tg 


La base del triángulo está dada por el segmento OF, = г, y su altura por Л = гә sen (8, — 0). 
Por lo tanto, al sustituir directamente, resulta: 


Dicha fórmula se deriva del teorema que establece que: el área de un triángulo es igual al semiproducto de 
dos de los lados por el seno del ángulo comprendido. Matemáticamente se expresa сото: 


Тарка 
2 
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EJEMPLO ы 
2 


EN oen el área del triángulo cuyos vértices son los puntos P(0.0”), | ral 
Solución 


Al elaborar la gráfica de los puntos dados, se tiene; 


Ре 


POD) 


Al sustituir en la fórmula del área, se tiene: 


А= пт sen (h — 0) 


A= 1609 sen (50° — 20°) = 27 sen 30° 


A= 13.5 unidades de superficie 


Ecuación de la recta en coordenadas polares 


La recta que pasa por el polo tiene por ecuación polar la forma # = k, siendo k una constante que denota el án- 
gulo polar de uno de los puntos de la recta Como К puede tomar un número infinito de valores, para una recta 
específica, se hace necesario delimitar k para valores positivos menores de 180%. 

Si la recta no pasa por el polo, entonces, se traza una recta perpendicular normal desde el polo a la recta 
€, cuyo par principal de coordenadas polares de la recta normal será Ара), donde el radio vector р es siempre 
positivo y la variación de los valores para el ángulo wes 0° < w < 360°. 
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Sea Ре) un punto cualquiera de la recta €, al tomar como base el triángulo rectángulo OPN, se tiene: 
reos(0—«)=p) } Ecuación polar de la recta £. 


Сото рев el radio vector у wel ángulo de variación de la normal. la ecuación polar г сов (0 — w) = pes la 
ecuación equivalente de la recta cuya ecuación normal es x cos w + y sen w р — 0 en coordenadas rectangulares. 

En los casos en que la recta € sea perpendicular al eje polar o paralela a dicho eje, se obtienen formas espe- 
ciales de la ecuación г cos (9 — w) =p. Lo anterior da lugar a lo siguiente. 


Teorema 


Sea P(p.:o) el par principal de coordenadas polares del pie de una perpendicular (normal) trazada desde el polo 
a cualquier recta en el plano de coordenadas polares, donde la recta presenta como ecuación en forma polar a: 


ros (0 w)=p 


cuando la recta pasa por el polo, la ecuación polar de la secta es 0 = 
рага valores positivos menores а 180°. 

Cuando la recta es perpendicular al eje polar y se encuentra р unidades del polo, la ecuación polar de la recta 
es r cos Ø = + p siempre que p sea mayor а cero y que la recta tenga como signo posilivo o negativo según se 
ubique a la derecha о а la izquierda del polo, respectivamente. 


donde К es una constante que se limita 


0° 
e 
P | 
lo 
0 Gráfica de una recta 
y Es ісшаг al eje polar. 


Cuando la recta es paralela al eje polar y se encuentra a р unidades de dicho eje, la ecuación polar de la recta 
es r sen Û = + р. siempre que p es mayor a cero y que la recta tenga como signo positivo o negativo según se 
ubique arriba o abajo del eje polar, respectivamente, 


э 


Gráfica de una recta 
paralela al eje polar. 
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22 Encuentra la ecuación polar de la recta que pasa porel punto R(6,60") y que es perpendicular al radio vector de К. 


3 Solución 


Al graficar los datos dados, se ісу 


Gráficamente se considera un punto cualquiera Р(т,Ө) sobre la recta, €; basándonos en el triángulo rectángulo 
ORP. resulta: 


ADY р 
HIP 
6 
соз(0—60°)—— 

т 


cos (0 — ш] 


Así, la ecuación de la recta € en su forma polar, es: 
reos(0 — 607) =6 
2 es-Transforma la ecuación rectangular de la recta 4x — Зу + 20 = 0 a la forma polar. 
Solución 


La ecuación de la recta 41 — 5y + 20 = 0 está escrita en su forma general, por tanto, sus coeficientes son: 
A=4,B=-5yC=20. 
Al conocer los valores de las coeficientes, se determina el valor y signo del radical г = +A + BF. es decir: 


TAS) = ABD = AT 


Como C es positivo, el signo del radical debe ser contrario a C. 


¡== 


Para determinar el valor de p, que indica la distancia del polo a la recta, se tiene: 
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El valor del ángulo wes: 


A B 
сво 2 sen 
+/лї +в? +A +? 
cosw=—Í moere sen ———Э_ 0.7808 
JH J 


Se hace notar que la función seno es de signo positivo y la función coseno es negativa, por lo que se deduce 
que el ángulo w se ubica en el segundo cuadrante del sistema coordenado. Es decir, 


ш ве arccos (0.6246) шз arcsen (0.7808) al restarse a 180°, se tiene: 
ш 12839735" we 512025" 17905960" 
5102025" 


wr 128° 30/35” 


Otra forma de obtener el ángulo wes mediante el cálculo de la pendiente. Dado que se tiene como recta a 
ах —5y + 20=0, entonces: 


La distancia del polo a la recta dada, forma una línea recta perpendicular. por la que sus pendientes deben 
ser recíprocas y de signo contrario, es decir: 


Si m = + зи recíproca y de signo contrario ез: 


Al aplicar la ecuación w 


arctan my, se tiene: 


==) 


ш = arctan (—125) 
O bien, шш -S1"20'25" paro el cuarto cuadrante. 


ww RISO 512025" 
lw xe 128° 3935" paro el segundo cuadrante. 


La ecuación de la recta en su forma polar normal es: 
ros (O = w) =p 


Al sustituir los datos encontrados, resulta: 


rcos(ð —128°39'35") 
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Gráficamente se tiene: 


La ecuación de la recta 4x — Sy + 20 — 0 en su forma polar es: 


reos(0— 128939135") = К 


'ncuentra la ecuación polar de la recta que pasa por el punto A(8,120°) y es perpendicular al eje polar. 
Solución 


La ecuación de la recta perpendicular al eje polar, ве expresa сото: 


reos0=4p 
Al sustituir los datos dados, se tiene: 
8 cos 120”= p 
1 
8-1] 
| 3 И 
=p 


La ecuación de la recta perpendicular al eje polar es: 
reos 0=-4 


0= 20, 
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:ncuentra la ecuación polar de la recta que pasa por el punto К (5 2,135°) y es paralela al eje polar. 


Solución 


La ecuación de la recta paralela al eje polar, se expresa como: 


rsen d= р 


AI sustituir los dalos dados, se tiene: 


La ecuación de la recta paralela al eje polar es: 


rsn0=5 
Grálicamente, se tiene: 
уер 
| K(5y2,195" 
С ) 
р—5 
т 
0-13 
o] q” 


Esercicio 11 
1. Transforma las siguientes coordenadas polares a coordenadas rectangulares. 


1. A(8/45") 3. Q(3V2,150) 5. 0(442.225°) 
2. B(1,90") 4. R(-4330) 6. H300") 
gume Il. Transforma las siguiontos coordenadas ractangularos a coordonadas polaros. 

: 1. М-5-12) 3. B69) 5. 01-4 

: 2. L-T 4. G(-7,-5) 6. 09-7) 

1 ШШ. Encuentra la ecuación polar de las siguientes curvas, cuya ecuación rectangular se indica. 

: 1. w- 4y+20=0 4 зу=8 

: 2. бт рб? 1 4х By118=0 5. ж 4у 4-0 

: з. ё-у—16 6. æ- 4y+25=0 
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xi 


z хи 


ми. 


7. xcosw | ysenw p=0 9. y = 4px 
8. St Ty-11—=0 10. (2 | 32У = 2p ху 


Encuentra la ecuación rectangular de los siguientes lugares geométricos, cuya ecuación polar se indica. 


1. Soo 0=r 3. 0=315" 5. r=3sen0 
2. 1-205 r 4. г0050=9 6. faz — 
Encuentra la distancia entre los siguientes pares de puntos dados. 

i 43) ај 2) 3. С(5,30°) y 065, 90°) 

2. K(-9,-120”) y Ц6,150°) 4. 6515") y Н-2210") 


Encuentra el área, perímetro у semiperímetro рага los siguientes poligonos. 


1. A(0,0°), B(4,60°) y C(3.135") 


P(4,120%) Q(6, 60°) y R(2.30°) 
3. K(0,207), L(1.60”), M(2,45") y N(3.0°) 


4. 400.0, вв), cl =) y D(4,120") 
Determina la ecuación polar de la recta que pasa por el punto dado y es perpendicular al radio vector 
de dicho punto. 


1. K(260°) 3. JBA) 5. 96,45") 
2. M(4,120") 4. A(4.150%) 6. 1155) 


Transforma las siguientes ecuaciones rectangulares de rectas a la forma polar. 


1. x-y-3=0 4. Sr + 12y426=0 
2. Tx+1y-56=0 5. х-у+3=0 
з. 4х+3у-10=0 6. х-у=0 


Determina la ecuación polar де la recta que pasa por el punto dado y es perpendicular al eje polar. 


1. A(6,150%) 3. K(525) 5. P(245°) 
2. B(5/3,135%) 4. L(7240%) 6. 0(743.165) 
Determina la ecuación polar de la recta que pasa por el punto dado y es paralela al eje polar. 
1. G(6,135") 3. А(3,50°) 5. 0(1,65°) 

2. H(8210%) 4. K(,140%) 6. M(8y2,150%) 


Determina la ecuación polar de la recta que pasa por los siguientes pares de puntos dados. 
1. P(5,20%) y Q(8,135") 2. м(6,30°)у N (3,120°) 
Resuelve los siguientes problemas. 


1. Los lados de un cuadrado miden 4 unidades, dicho cuadrado tiene su centro en el polo y dos de sus 
lados son paralelos al eje polar; determina el par principal de coordenadas polares de cada uno de 
sus cuatro vértices. 
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Un hexágono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al eje polar; si la longitud de un 
lado es de 3 unidades, determina el par principal de coordenadas polares de cada uno de sus seis vértices. 


Dos de los vértices de un triángulo equilátero son A(0,0") y B(4.0°), encuentra el par principal de 


TES coordenadas polares del tercer vértice. 
фоне 4. Determina la ecuación polar de la recta paralela al eje polar que está situada a 5 unidades por debajo 
del eje. 


5. Demuestra por coordenadas polares que los siguientes puntos A(— 1,1), B(3,1) y C(1.4.46) son los 
vértices de un triángulo cquilátero y determina su área. 

6. Demuestra por coordenadas polares que los siguientes puntos A(—5,0), B(0,2) y C(O, -2) son los vértices 
de un triángulo isósceles y determina su área. 


7. Demuestra por medio de distancias que los puntos dados A(3.30°). ef H so) y C(3.90") soncolineales. 


2 

8. Encuentraclárca, perímetro y semiperímetro para un triángulo cuyos vértices son el polo y los puntos 
02.607) у R(1.135%. 

9. Demuestra que las ecuaciones polares de las rectas que son perpendiculares y paralelas al eje polar se 


expresan en la forma r = + p sec б y г = + p скс 0, respectivamente, donde p es la distancia del polo 
a la recta. 


10. Determina la ecuación polar de la recta que pasa por el punto A(5,60°) y forma un ángulo de 120° con 
el eje polar. 


11. Encuentra la ecuación polar de la recta que pasa por el punto 0(4,120°) y por el polo. 
2z) y es perpendicular a la recta 


12. Determina la ecuación polar de la recta que pasa por el punto M |2,- 
que une el polo con dicho punto. 


13 Encuenira la ecuación de la recta que pasa por el punto K(7,20°) y forma un ángulo de 140° con el eje 
polar. 

14. Encuentra la ecuación de la recia que pasa por el punto R(4,120°) y es perpendicular a la que une al 
polo con dicho punto. 


15. Dos de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(3, 80°) y als z } si el punto de intersección 


de sus diagonales es el polo, encuentra las coordenadas de los otros dos vértices del paralelogramo. 


EE E‏ ق 


Ángulo entre dos rectas 


Sean €, y 6. dos rectas que se cortan en el punto P y que cortan al eje х en los puntos О y R: las cuales forman 


conel eje x ángulos о y oz, de tal forma que sus pendientes son m, = tan o, y m = tan а, donde о y оз son 


diferentes de E. 


Al cortarse, las rectas forman dos ángulos suplementarios, uno de ellos es el ángulo 0, cuya relación con las 
rectas se muestra en los siguientes casos. 
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Caso 1 
Gráficamente, se tiene: 


Los principios básicos de la geometría establecen que un ángulo exterior de un triángulo es igual a la suma 
de los dos ángulos interiores opuestos, es decir: 


ea +0 


De tal forma, que el ángulo entre las rectas es: 


tan œ — tan ay 
tan os tan oy 


Al aplicar la Fórmula trigonométrica: tan (az a, ) „se tiene: 


tan a — lan œ 
TE tan as lan ay 


tan O 


Al sustituir m = tan a, ут; = tan а resulta: 


Caso 2 


Gráficamente, se 
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Por geometría elemental, se tiene que: 
0= 07 + (180° о) 
180° + 0= ay a, 
180 = a, аз 
Al aplicar la misma fórmula trigonométrica del caso anterior para las tangentes, resulta: 


lana, шпа; 


tan (180° 0) === 
1+ tan a, lan a 


Por la fórmula trigonomótrica: tan (180° — 0) — tan Ø, se tiene: 


аа 018192 апа 
14 tan a, lan as 14 tana tan аз 


Al sustituir m, = 


m 


tang=12 "1 
Lem ma 


para mm, #—1. 
Teorema 


Sean €, y €: dos rectas que tienen pendientes m; y ms, respectivamente; si 0 es el ángulo dirigido de €, a £2, se 
establece que: 


para түт, +1. 


Para saber cuál de los dos ángulos se va determinar (Caso | о Caso Il) se debe considerar que el ángulo se 
mide girando en el sentido contrario a las manecillas del reloj, por lo que la recta £ será la que corresponde al 
lado Inicial del ángulo y la recta 6. la que corresponde al lado final. 


Deducción de las condiciones de paralelismo y perpendicularidad de dos rectas 


Cuando dos rectas son paralelas, el ángulo que se forma entre ellas es de 0” o de 180°. Al aplicarla fórmula para 
determinar el ángulo de dos rectas, resulta: 


Para 9 = 0° 
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Por el carácter simétrico o recíproco de la igualdad, se tiene que т, — m:. Por consecuencia, se establece: 
si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales. 

Cuando dos rectas son perpendiculares, el ángulo que se forma entre ellas es de 90”, entonces, al aplicar la 
fórmula para determinar el ángulo de dos rectas, resulta: 


тт 


tan d= 22 
1+тт, 


tan 90° => m 
+ тт, 


Como tan 90° = оо, la ecuación anterior no apoya el principio que se desea demostrar, por lo que es necesario 
emplear la siguiente identidad: 


Al sustituir en la expresión anterior, resulta: 


14mm 


myn 


Por consecuencia, se establece: dos rectas son perpendiculares entre sí, cuando el producto de sus pen- 
dientes es igual a —1. 
También de la ecuación т т, = ~ 1, se tiene: 


Lo que da lugar al siguiente criterio equivalente: dos rectas son perpendiculares si sus pendientes son reci- 
procas y de signos contrarios. 
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Determina los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son los puntos A(-2,1), 83,4) y СОЭ, 2) y com- 
prueba los resultados. 


Solución 


Al elaborar la gráfica de los puntos dados, se tiene: 


mAC= 


Al aplicara fómmula tan 022" resulta: 
тетт 


Parael та 


апа HAB Mac 
1+ Mac Mig 


3 | з) 
tana=2 


апс= 18 —1125‏ این 
16 + 
a=arctan (1.3846) ч b= arctan (4.5) ас= arelan (1.125)‏ < 


< a= 54094" < b =77°28'16" ac = 48°21'59" 
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Como los ángulos interiores de todo triángulo suman 180”, se tiene una aproximación por redondeo: 
Xaş hI 4с—180° 
540944" + 772816" + 48°21'59" = 180° 
179°59/59” = 180° 


»Dos rectas se cortan formando un ángulo de 45°, la recta inicial pasa por 105 puntos A(—2,1) у B(9,7) y la recta 
final pasa por el punto P(3,9) y por el punto О, cuya abscisa es —2; determina la ordenada de Q. 


Solución 


De acuerdo con los datos dados, es necesario determinar las pendientes de las rectas inicial y final, dado que se 
conoce el ángulo entre las dos rectas, se tiene: 


Al sustituir en la fórmula del ángulo de dos rectas, resulta: 


ао" 1109—65) =69—11y 
Ттт 109—6у+11у= 69 
9-у 6 


_ 1ل 45ف 


mas = 


119 (50) 


54-6y La ordenada del punto О es —8.‏ ا 


99—11у—30 Gráficamente, se tiene: 


25 
69—11у 
109—6у 
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Posiciones relativas de dos rectas 


A continuación discutiremos las condiciones analíticas de las posiciones relativas de dos rectas, cuyas ecuaciones 
se expresan en las formas generales Ax + By + C=0 y A Xx + В'у + C' = 0, bajo las cuales estas dos rectas son: 


A 


L Paralelas, Delarecta Ax + By + C=0.su pendientees m=, para В =0; para la recta A'x + By + С =0. 


A 


su pendiente es m’ „para В' = 0. 


в 


Con base еп el principio que establece que si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales, se 


tiene que: Ê = — o bien, 2 =£, Esta expresión puede escribirse como: 
B в EE 
AB'=A'B 
Al dividir la igualdad entre A'B’, resulta: 
AB Ав 


AF AF 
A B ү ерле небе нул 


А РЕ deben ser proporcionales. 

La expresión anterior sólo se aplica cuando А' =0у В' = 0. Si А' = 0, la recta es paralela al eje x, de 
esta forma, ambas rectas serán horizontales; cuando B'=0, la recta es parelala al eje y, entonces, ambas 
rectas serán verticales, 


Entonces, la relación equivalente АР' — A'B es verdadera para cualquier caso. 


Perpendiculares. Соп base en el principio que establece que si dos rectas son perpendiculares entre sí, 
el producto de sus pendientes es Igual a —1, se tiene que: 


А! 


De tal forma que: 


Lo anterior da lugar a la relación AA’ + ВВ' = 0, sea verdadera para cualquier caso, siempre que las 
reclas sean perpendiculares. 


3. Coinciden. Cuando dos rectas tienen todos los puntos comunes y la misma pendiente, se dice que son coin- 
cidentes 
Dadas las rectas Ax + By + C=0 y Ах + Ву + С = О, su intersección con el eje x, será el punto de 
abscisa, es decir: 
£ 
А? 


lo que da lugar a la siguiente relación: 


Por lo anterior, ве establece que -<£ 
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Como las pendientes son iguales, se tiene que — 


a — Ê. Аі relacionar ambos 


B' 


ai A с : н г ч A 
criterios, queda: ¿7 =- = су es decir. dos rectas son coincidentes, si sus coeficientes correspondientes 
son proporcionales. 


Lo anterior es verdadero sólo sî todos los coeficientes son diferentes de cero. Las relaciones equivalentes 
A=K4',B=KB' y C = КС, para alguna constante k, caracterizan a dos rectas coincidentes cualquier caso, 


4. Se cortan en uno y solamente un punto. Dos rectas no paralelas, por geometría, se cortan en uno y solamente 
en un punto; analiticamente, se deduce que sus pendientes no son iguales, por lo que sus coeficientes no son 
proporcionales, es decir: 


A 


А „В obien, AB'— ABO. 
PF 


EJEMPLOS . 


La ecuación de una recta es 3x — 2y - 6 = 0; determina la ecuación que representa a todas las rectas paralelas 
a la recta dada. A partir de esta última ecuación encuentra la ecuación de la recta paralela a la recta dada y que 
pasa por el punto A(-355). 


Solución 
La ecuación de la secta que representa a todas las rectas paralelas a la ecuación 3x — 2y — 6 = 0, es: 
Ar+By+C=0 


La condición de paralelismo establece que: 


Al sustituir en la ecuación Ax + By + C= 
2А 
aal H)y+c=0 


ЗАх 2Ay 1 3C=0 


Al dividir entre A. resulta: 


Al hacer k =, se tiene: 


зс 
3-274770 Ecuación que representa a todas las 


à asa 2у—6= 
aayre=o "оаэ paralolasa 3r 2y 6=0 
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Específicamente, la recta paralela a la recta dada debe pasar por el punto A( 3,5), es decir: 


Эх -2у+К=0 
303) - Җ5)+К=0 
9 101к=0 
k=19 


La ecuación de la recta que pasa por el punto A(-35) y que 
es paralela a la recta dada es 3x —2у + 19 =0. 


Gráficamente, se бепе: 


у 


2 ®«-Demuestra que las rectas 3x — 15у — 21 =0 ух — 5y — 7 = 0, son coincidentes. 
Solución 


La condición que establece la coincidencia, indica que dos rectas tienen todos los puntos comunes y la misma 
pendiente, es decir: 


15 5 


Como las pendientes son iguales, se debe cumplir la siguiente relación: 


A B 
* #@ 

Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones en la relación, se tiene: 
3_-15 
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La intersección de las rectas dadas con el eje x sor 


Como ambas rectas tienen el mismo punto en común, se debe cumplir la siguiente relación: 


== 
с 


Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones en la relación, se tiene 


El principio de rectas coincidentes establece que: 


ж. ЖЕ ч 
мов сі 


Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones en la relación, se tiene: 


3= 


Por lo tanto, se demuestra que las dos rectas dadas хоп coincidentes. 


Gráficamente, se tiene: 


je- Demuestra que las rectas Эх + 4y — 12=0y Sr + 12y — 60 = 0, se cortan en uno y solamente en un punto; 


determina las coordenadas del punto de intersección. 


Solución 


La condición que establece la intersección en uno y solamente un punto, indica que las dos rectas no tienen 
pendientes iguales y sus coeficientes no son proporcionales, es decir: 
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Como las pendientes no son iguales, se debe cumplir Ta siguiente relación: 


A B (Жү 
ан o AB-A B=0 
Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones en la relación, se tiene: 


E 
12 
05666... 0333... 1620 


o (312) - (5X4) =0 


Por lo anterior, se demuestra que las dos rectas dadas 
se cortan en uno y solamente en un punto. 


Al resolver el sistema de ecuaciones dadas, se tiene: 
3r44y-12=0 (1) 
Эх 12y - 60=0 (2) 


Al multiplicar la ecuación (1) por —3, resulta: 


Wx 1 4y 12) =0 


Al sustituir el valor de xen la ecuación (1): 


5(-6)+-12у—60=0 
—30+12у—60=0 
12y-90=0 
12y=90 


Las cordenadas del punto de intersección de las rectas dadas son (-6,7.5). 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
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Ejercicio 12 


|. Determina los ángulos interiores de los siguientes triángulos cuyos vértices son los puntos que a conti- 


CEUTA nuación se indican y comprueba los resultados 
correspondientes 


L A(-2.0.B6.-5)y CG.7) 4. P(1,-8), 09,0) y R34) 
2. А(21), В(6.0) y C74) 5. K(-5,-4), L(9,—2) y M(1.6) 
3. KQ25),L(-3,-2) y М(42) 6 A(-2,3), B(44) y С(—3,—1) 


Il. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute el procedimiento de solución. 


1. Dos rectas se cortan formando un ángulo de 135°; si la recta inicial pasa por los puntos A(—4,5) y BG,9), y 
la recta final pasa por los puntos K(-244) у L(x,1), determina la abscisa de L. 


p 
ә 


La recta €, forma un ángulo de 30° con la recta €; si la pendiente de €, es 
li 


3, calcula la pendiente de 


3. Dos rectas se cortan formando un ángulo de 45°; si la recta final pasa por los puntos A(S,3) у B2, 1), 
determina la pendiente de la recta inicial. 


4. Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto P(4,5) y forma un ángulo de 135° con la recta 
4с-2у+2=0. 


5. Determina el ángulo que se forma entre las rectas 2x — 6y + 12=0y 2x — y + 1—0. 


6. El ángulo formado entre dos rectas es de 45°; si una de las rectas tiene por pendiente ~2. determina la 


pendiente de la otra recta. 


7. Determina los ángulos interiores del paralelogramo cuyos vértices son A(4,8), B(8.6), С(6.2) y DOA): 
comprueba los resultados, 


8. Encuentra el ángulo obtuso del paralelogramo cuyos vértices son K(7.3). 1010.7). М(1.5 ) y N(-2.1). 


o A a o. 
determina sus ángulos agudos. 


10. Encuentra el área del triángulo cuyos vértices son А(2,—4), В(4,4) y С(7.-2); emplea la fórmula 
1 


absen С. 
2; 
11. El ángulo entre dos rectas es de 60°; si la pendiente de la recta final es —5, determina la pendiente de la 
recta inicial. 
12. Encuentra el ángulo que se forma entre las rectas 2х + y — 8 = Oy 3x — 2y +9 =0. 


1 
13. Aplica la fórmula A= ab sen С y determina el área del triángulo cuyos vértices son A(—8,-2), 
B(-4,-6) уС(-1,5). 


14. Encuentra los ángulos interiores del cuadrilátero de vértices A(O.0), BQ.4). C(6,7) y D(8,—1); comprueba 
los resultados. 


15. La ecuación de una recta os x + бу + 16 = 0, escribe la ecuación que representa a todas las rectas para- 
Telas a la recta dada y determina específicamente la ecuación de la recta paralela a la dada que pasa por 
А0,-3). 


16. Demuestra que las rectas 3x + 2y=0 у 2x — Зу + 6 = O satisfacen la condición de perpendicularidad. 
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17. Determina si las siguientes rectas Зх | 4y 1 8 = Oy Sx 1 12y 15 =0 se intersecan; en caso afirma- 
tivo, encuentra las coordenadas del punto de intersección. 


18. Dadas las ecuaciones 4x + Зу —12 =O y Sx + бу — 24=0, demuestra que son rectas coincidentes. 

19. La recta €, pasa por el origen y por el punto A(4,3); la recta € pasa por А y es perpendicular a la recta 
6x — Sy — 16 = 0; determina los ángulos formados por 6, y (2 

20. Traza una recta que pase por Р y que sea perpendicular a ОК del triángulo cuyos vértices son Р(2,6), 
018.2) y R(-2,—8); encuentra el ángulo formado por dicha recta y el lado РО del triángulo, 


Ill. Dados los siguientes pares de ecuaciones, elabora la gráfica y demuestra las condiciones analíticas 


para el paralelismo, perpendicularidad, coincidencia e intersección en uno y solamente un punto 
Ln memanen (determina las coordenadas del punto de intersección). 


1 зт Ty-6=0 4 3x Ty+3=0 7 x-y 
Sx- Ty +18=0 4% 2y 4x — 2y 

2. х-у+1 5. 3-4) + 12=0 8. Зх+2у 
#-у—$ 91 12y +36=0 3x42y 115-0 

3. 3x-y+3=0 6 7х+5у-27=0 9. 51 44y-20=0 
2х-у4=0 х-Лу+9=0 4x 9y 4 11=0 


М. Determina los ángulos suplementarias que se forman entre las dos rectas dadas. 


1. х+у-5=0 3. 3-5+8=0 5. 2х+у-2= 
x- 5y+5=0 x+y-3-0 10r- 12y 290 

2. 3х—9у+33=0 4. 5x-9y-38=0 6. 4х—5у+17=0 
5x+3y-15=0 6x4 5у -82=0 x-3y+11=0 


бузакы зынын аы оома چ‎ аара. 


Familias de rectas 


La ecuación de una recta se determina por completo si se conocen dos condiciones independientes, es decir, 
dos de sus puntos o uno de sus puntos y su pendiente. Una recta que cumple solamente una condición no es una 
recta única, por lo que existen una infinidad de rectas que satisfacen dicha condición y lienen una propiedad 
:omús. Por tanto, la totalidad de las rectas que cumplen con una única condición geométrica, se denominan 
familias de líneas rectas o haz de rectas. 


Determina la familia de rectas cuya pendiente sea 7, si la ordenada al origen es igual a 0.2 y -3. 
Solución 


Al aplicar la ecuación pendiente-ordenada en el origen de la recta, se tiene: 


у=тх+Ь 


Dado que k es una constante arbitraria, a la que se le asigna cualquier valor real, que representa el segmento‏ ا 
que la recta determina sobre el eje y.‏ 
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Al sustituir los valores de la ordenada, se obliene la ecuación de cualquiera de las rectas que forman la 


familia, es decir: 


Para =O Para k=2 Para k=-3 
y=7:+40 y=7x42 y=2x-3 
їх-у=0 7 -ућ2=0 7х у 3=0 


Gráficamente, se tiene: 


Al considerar que todas las rectas pasan por el punto А 43); se aplica la ecuación punto-pendiente de la 
decir: 
| аас 
Y Ji =m x) 
Y 3=Kx49) 


En este caso, k representa la pendiente dada. 
De tal forma que si k es igual 302 y ~ 1, resulta: 


Para k=0 Para k=2 
y 2044) 
y-3=2%48 

2х-у+11=0 


La familia de rectas obtenidas se denomina haz de rectas de vértice A(—4. 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Por todo lo anterior, se observa que una recta de una familia de rectas, se determina al 
específico a la constante k, que ве denomina parámetro de la familia. 

La definición de familia о haz de rectas es útil para encontrar la ecuación de una recta en particular. El 
proceso consta de dos pasos: 


ignar un valor 


1. Se aplica la forma de la ecuación que satisfaga la condición dada, describiendo la familia o haz de rectas. 
2. Dada otra condición, se determina el valor del parámetro de la familia o haz de rectas. 


“Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el A(—3,5) tal que la suma algebraica de los segmentos que de- 
termina sobre los ejes coordenados es igual a 4. 


Solución 


Se aplica la forma simétrica de la ecuación de la recta, ya que satisface la condición dada, es decir: 


Comoa + b= 
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Como la recta pasa por el AI resolver la ecuación de segundo anterior se 


punto А( 3,5), se tiene que: obtiene el valor del parámetro А: 
م‎ AOD 
2 
1 Е 
т?т EEES 
—12+3К+5К = k(4—k) 
12846-6 


к2 +8646 —12=0 
е+и-0-0 


Al sustituir los valores del parámetro К еп la ecuación original, se tiene: 


Para k =2 Para k 


-6 


£ =1 
k 4k 
Bl 
=6 4+6 
E ДИР 
6 10 
—10х+бу _ 
се 
—10х+бу=60 
-10x+6y-60=0 
Sx-3y+30—0 


Nj жїн 


De esta forma se determinaron dos rectas que tienen como propiedad pasar por el punto АС 3,5) que satisfacen 
la condición dada de que la suma algebraica de los segmentos sobre los ejes coordenados sea igual a 4. 


\ Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
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Familia do rectas que pasan por la intersección de dos rectas dadas 
Scan Ax + By + C =0 y A'x + В'у + C'=0 dos rectas que se cortan en el punto P(x;.y,). La expresión: 


KAX + By 4 С) + (АР + Ву + С) =0 


donde k, y k son constantes arbitrarias ambas distintas de cero. corresponde a la ecuación de una tercera recta 
que pasa también por el punto Руху) ya que al sustituir x por x, y y por yı, se tiene: 


(Ак + By, F O) + (Ах, + By + 0)=0 
lo cual es cierto porque Ах) + Ву, + C= Oy Ах + Ву + С'=0. 


Como k; = 0, la ecuación de esta tercera recta se puede dividir entre esta constante para obtener la siguiente 
expresión 


LP E 
Ах+Ву+С + AA+ B'Y+C)=0 


Si definimos 2 — к, la ecuación puede escribirse en la forma equivalente: 
Ах + By +C +kA'x+ B'y + C) =0. 


donde К es una constante arbitraria. Dependiendo del valor que tome la constante К, la recta podrá variar su 
pendiente pero sigue pasando por el punto P,(x,.y,). De esta forma se tine la ecuación general de una familia de 
rectas que pasan por la intersección de dos rectas, dadas, aun sin conocer dicho punto. 


Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas 3x + y —16 = 0 y 


4x -Ty -13=0y porel punto P(-2,4). 
Solución 
La familia de rectas que pasan por el punto de intersección de las rectas dadas, se representa por la siguiente 
ecuación: 

Ах + By + C+ МА'х+ By + С) =0 


3x4 y 16 + KA -7y —13)=0 


Como la recta que se busca debe pasar por el punto P(-2,4). al sustituir, resulta: 


3-2) +4 -16 + k[4-2) -1(4) -13]=0 
644-164 0-5 – 28 -13)=0 

18 -49k=0 

49k=18 

=® 


18 


143 


2 UNIDAD 


GEOMETRA ANAÎNCA 


De tal forma que la ecuación: 
8 
3x+y—16—- (4x —-7y-13)=0 
y z y=13) 


Al realizar las operaciones, se Неле: 
3a+y-16_72x—126y-234 

1 49 
147x + 49у—784—72х +126 +234 _ 
ARA 
75х+175у -550=0 
31+7y-22=0 


0 


0 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
y 


2 es*Describe la propiedad que tienen en común todas las rectas de cada una de las siguientes familias: 


a) ах +Sy-k=0 ©) y-t =i +3) 
т 

b) =ї +5 = 

) у=} až 


=1, para k= 0 
Solución 
a) Con base en la ecuación dada, las rectas de la familia deben tener como propiedad común, el valor de 


su pendiente, es decir: 
т 


b) Con base еп la ecuación dada, las sectas de la familia deben tener como propiedad común el segmento 
que determinan sobre el eje y sea 5 (ordenada en el origen 5). 

¢) Con base en la ecuación dada, las rectas de la familia deben tener como propiedad común pasar por el 
punto A( 3.0. 

a), Con base еп la ecuación dada, las rectas de la familia deben tener como propiedad común el segmento 
que determinan sobre el eje x sea 7 (abscisa en el origen 7). 
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Esercicio 13 


1. Escribe la ecuación que representa la familia de rectas que son paralelas a las siguientes rectas dadas; 


E traza para cada caso tres elementos de la familia e indica el valor del parámetro. 


1. Sr- Пу – 58 =0 
2. Tx+8y441=0 


3. ax- 5y- 10=0 


1. Escribe la ecuación que representa la familia de rectas que son perpendiculares a las siguientes rectas 
dadas; traza para cada caso tres elementos de la familia e indica el valor del parámetro. 


1. х+у-5=0 4 x+2y-13=0 


2. 3x-4y+ 18=0 5. 5х 


=0 


3. от-бу+19=0 6. x4+3y-8 


Ill. Describe la propiedad común que tienen todas las rectas de cada una de las siguientes familias. 


6. y+S=kx+42) 


7. 


Ыы 


E3 


5. y-1=k& -4 


IV. Resuelve los siguientes problemas y discute tus resultados con el resto del grupo. 


1. Encuentra el valor del parámetro k de manera que la recta de la familia kx — y | 3=0 que le corresponda 
pase por el punto A(2,7). Determina la ecuación de la recta, 


Encuentra cl valor del parámetro К de manera que la recta de la familia 4х ky 15 = 0 que le corres- 
ponda sea perpendicular a la recta x- Зу — 13 = 0. Determina la ecuación de la recta. 


3. La ecuación de una familia de rectas es 4х | Зу Е = 0; el producto de los segmentos de una recta de la 
familia sobre los ejes coordenados es 48, Determina la ecuación de la recta. 


4. Apli todo del parámetro y determina la ecuación de la recta que pasa por el punto M(4, ~1) y es 
paralela a la recta 3x — 4y + 12=0. 


5. Una recta pasa por el punto P(2,5) y por la intersección de las rectas 2x + 3y 
Determina su ecuación sin calcular el punto de intersección. 


0убг-у 


6. Una recta pasa por el origen y por la intersección de las rectas х + 3y — 9 = 0 y 3x4 y + 5=0. Determina 
su ecuación sin calcular el punto de intersección. 


7. Una recta pasa por la intersección de las rectas 2x — 9y — 5 = 0 y 3x + 2y + 8 = 0. Determina su ecuación 
si ésta es perpendicular a la recta x + Зу +23=0. 


8. Una recia pasa por la intersección de las rectas 5х — y — 4= 0 yx — y — 4=0y es paralela a la recta x 
+ Sy — 6 = 0. Determina su ecuación. 


9. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por la intersección de las rectas 3x — 4y = 0 у 2х — Sy +7=0 
y porel punto A(7,—1). 
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10, Una recta pasa por el punto de intersección de las dos rectas х E7T=0y4x ру 1 
también por la intersección de las rectas эх — Зу + 11=0 y 2x + 3y + 1 
de la recta, sin calcular los puntos de intersección. 


0 y 
; determina la ecuación 


11. Demuestra que las tres rectas dadas por sus ecuaciones 7л + Зу + 1=0,2x y -9=0y 
3x + 4y + 14=0 son concurrentes; по calcules el punto de intersección. 


12. Encuentra los valores de Kı y K para las ecuaciones Kix — 7y + 18 = Оу BF — kay + 9 = 0 sean 
coincidentes. 


13. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2,4) y cuyas coordenadas en el origen 
suman —3. 


14, Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas 3x — 5y + 9=0 y 
4x + Ty — 28 = 0 que satisface las siguientes condiciones: 


а) Pasa por el punto AQ). 
b) Pasa por el punto Р(—3,—3). 
¢) Es paralela a la recta 2x + 3y = 9=0. 


d) Es perpendicular a la recta dx + Sy — 17 =0. 
е) Iguales coordenadas en el origen. 
15. Encuentra la ecuación de la familia de rectas que satisfacen las siguientes condiciones: 
а) Pendiente igual a —3. 
0) Pasa por el punto Q(6.4). 
€) Pasa por el origen. 
d) Tenga abscisa en el origen —4. 
€) La suma de coordenadas en el origen sea 12. 
J) La ordenada en el origen sea el triple que la abscisa en el origen. 
£) Una de las coordenadas en el origen sea el doble de la otra. 


№) Sea paralela la recta 3x + 4y — 10=0. 


i) Pase por la intersección de las rectas 2x — Sy 4 3—0 yx 3y -7 = 0. 


Љ Sea perpendicular a la recta Rx 15у + 34 = 0. 


A КИИРЕРИН 


Aplicaciones de la forma normal de la ecuación de la recta 


Distancia de un punto a una recta 


Dados una recta € y un punto Рух. у). no necesarimente dentro de la recta, La distancia dirigida d de la recta 
al punto puede presentarse en alguno de los siguientes casos. 
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Figura 2.3 


Figura 2.6 


Figura 2.7 Figura 2.8 
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Sea € la recta paralela a € que pasa por el punto P,. Las distancias dirigidas del origen a € y a € son, p y 
р + d, respectivamente. A continuación se escriben las ecuaciones normales а cada recta, 


Para la recta € de las figuras 23 428 es: хоо w+ y sen w—p=0 
Para la recta € de las figuras 2.3 y 2.4 es: acos w+ y sen w—(p+d)=0 
Para la recta € de las figuras 2.5 y 2.605: xeos ш+узепш—(р—)=0 
Para la recta € de la figura 2.7 es: acos(w-+m)+ y sen(o+m)-(d—p)=0 
Para la recta {' de la figura 2.8 es: xcos(w—n)+y sen(u—")-(d—p)=0 


En todos los casos, ON es la normal а la recta €, es decir, la semirecta que parte del origen hacia € en direc- 
ción perpendicular a ésta y forma un ángulo w con el eje positivo de x. 

En los casos correspondientes a las figuras 2.7 y 2.8, los ángulos asociados con las normales de las rectas 
€ y € difieren entre sí 180° que equivalen а т radianes; sin embargo, se sabe que созш т) = —соѕ ш y que 
sen(w + т) = —веп ш. por lo que las ecuaciones normales de l se pueden escribir de la siguiente forma. 


Para la recta € de las figuras 2.3 y 2.4 es: xeos w+ysenw—p-d=0 
Para la recta {' de las figuras 2.5 y 2.6 es: xos w+y sen w= p +d =D 
Para la recta (/ de las figuras 2.7 y 2.8 es: —хсов w—ysenw+p-d =0 


Al despejar d, para cada situación, y al considerar que €” pasa por el punto А, =(x,, у, ), resulta: 


Para las figuras 2.3 y 2.4 es: 


\ cos w+, зепш—р 


Para las figuras 2.5 y 2.6 ез: ‚со ш+у, sen w— p 


Para las figuras 2.7 y 2.8 es: =й = оњ о+у пшр 


Al reducir la ecuación de una recta, escrita еп su forma general Ах + By +C = 0 а la forma normal, se liene: 
A 
De tal forma que: 


A 
A +В! 


sen w= 


Al sustituir los valores anteriores en las expresiones (1), (II) y (Ш), resulta: 


Ах, Ву, 


є 
A T a FATE 
E 


+d 
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O bien, 


Para encontrar la distancia dirigida, el signo de d se escoge aplicando las siguientes reglas: 


1. Si C=0. el signo del radical es contrario al signo de C. 
2. Si C=0 y B +0, el signo del radical es el signo de В. 
3. Si B=C=0,pero А #0, el signo del radical es el signo de A. 


Por otro lado, según sea la posición relativa de las rectas entre sí y con el origen, como se ilustran en las 
figuras 4а 9, se reconocen los siguientes principios: 


a) Si la recta dada no pasa por el origen, la distancia será positiva cuando el punto dado y el origen se 
encuentran en lados opuestos de la recta, y será negativa sí el punto y el origen se encuentran del mismo 
lado de la recta. 

b) 51 1а recta dada pasa por el origen, la distancia será positiva si el punto dado se encuentra arriba de la 
recta, y será negativa si el punto se encuentra abajo de la recta, 

Si se desea conocer la distancia absoluta, es decir como cantidad positiva, deberá usarse la fórmula 


Determina la distancia de la recta 5x + 4y + 15 = 0 al punto A(24). 


Solución 
Al elaborar la gráfica de los datos dados, se tiene: 


La distancia se considera 
absolula, es decir, es no 


igida. 
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Al sustituir los datos dados en la ecuación para distancia absoluta, resulta: 
а АЧ Вс] 
МАВ. 
[5х +4у+ 15| 
ادن‎ i 
JY +4) 


Al susutituir las coordenadas del punto A(2,4), se tiene: 


а 150)+09+15 


A +16 
а119+16+15 
J41 
мү JAJA 
a VAT 
d= 


Por lo tanto, la distancia de la recta 5х + 4y + 15 = 0 al punto A(2,4) es d = 41. 


2 @e-Determina la distancia comprendida entre las rectas paralelas 6х — Ву — 24 = Oy 3x — 4y + 12 =0. 


Solución 


Al elaborar la gráfica los datos dados, se tiene: 


Al determinar la distancia de cada recta al ori- 
gen, se obtiene d, y d, por lo que su suma, per- 
mitirá conocer la distancia comprendida entre 
las rectas dadas. 


Al determinar la distancia de la recta 


Al determinar la distancia de la recta 
Зх — 4y + 12=0al origen. se tiene: 


éx — 8y — 24 = 0 al origen. se tiene: 
al 


+٤‏ ھا 
VA +B VEFE‏ 
24+ گا [зх-4у+12|‏ 
GF +? Жө + (8)‏ 
24- )8(0— )1600 12+ )40 )300 
A d AAA‏ 
36+64 9+16 
Baue‏ 12 
э: ® 5 ¥‏ 
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Al sustituir los valores de d; y dy en la expresión d= d, | dy, resulta: 


Si se considera la distancia dirigida, el tratamiento es distinto, se debe recordar que la distancia al origen será 
positiva cuando el origen está por encima de la recta y negativa cuando el origen está por debajo, de tal forma que: 


|Ах+Ву+С| |Ax+By+C| 
ҮА +E Pra 
[6x—8y+24] 
NO +8 
[3(0)—40)+12] [6(0)—8(0) —24| 
9+16 36164 
12 Positiva porque la __12 Negativa porque la 
25 recta está arriba 5 recta está debajo 
del origen del origen 
Al sustituir en la expresión d = dy | dy, se tiene: 
2 
5 
Negativa porque 6. 


Otro método de solución 


De la recta Gx — 8y — 24 
tersecciones, son: M(4.0) y МО, 


está por abajo de € 


0, tenemos que los segmentos que determina sobre los ejes x y y, es decir, sus in- 


Al sustituir la distancia de la recta 3x — 4y + 12 = 0 a cualquiera de los puntos encontrados, resulta: 


Para М (4,0) 


—9 +16 


) 


Para N (0.3) 
а 
IVA +в? 
32ي‎ 


GF + (4P 


Negativa porque M y N están del 
mismo lado de la recta, 


( 


También se puede resolver, al determinar los segmentos que la recta 3x — 4y + 12=0 forma con los ejes 
х,у, es decir, sus intersecciones con dichos ejes; después se calcula la distancia de la recta 61 — Sy — 24 = 0 a 
cualquiera de los puntos de intersección encontrados. 
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¿ncuentra la ecuación de la recta paralela a la recta 12x + Sy — 19 =0 y distante 6 unidades de ella. 
Solución 


Si Рогу) es un punto de la recta paralela, la fórmula de distancia se usará con signo positivo y como la distancia 
a la recta puede ser positiva o negativa, se tiene: 


Parad =6 Parad=-6 
4 4 
* Anar 
2+5) 
в-—12Х+5у—19 12x+5y—19 
144-425 JA 25 
12х+5у—19 12x+5y—19 
B B 
6(13)=12x + 5y — 19 —6(13у—12х + Sy — 19 
78 = 125 + 5y -19 78 =12х + 5y — 19 
12x + 5y- 19-78=0 12x 1 5y- 19478=0 
12x + 5y- 97=0 12x 4 Sy+59=0 


Las ecuaciones de la recta paralela a la recta 12x - Sy — 19 = Оу que distan 
6 unidades de ella, son: 12x + Sy — 97=0 y 12x + Sy + 59=0. 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 
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Determinación de las ecuaciones de las bisoctricos do los ángulos suplomentarios 
formados por dos rectas dadas que se cortan 


Sean €, y €, las bisectrices de los ángulos suplementarios que se forman por las ecuaciones de dos rectas dadas, 
cuyas ecuaciones son: 


CAF By + C=0) y 604г Bay 4 Ca 


0) 


v 


Geométricamente, la bisectriz de un ángulo se define como la semirrecta que partiendo del vértice, divide 
al ángulo en dos partes iguales, es decir, es el lugar geométrico de los puntos equidistantes de los lados del 
ángulo Ө, para 6° < 0 < 180°; dos rectas que se cortan en un vértice generan cuatro ángulos, cabe destacar que 
las bisectrices de dos ángulos opuestos por el vértice pertenecen a la misma recta, por ello, Se identificarán las 
ecuaciones de dos rectas como € y €’. Para cualquier punto P(x,y) de la bisectriz; las distancias Ф, y d de los 
lados €, y €, a P son iguales. es decir, ld | = |]. 

En general, este problema admite dos soluciones, cuyas condiciones son d; 
guirlas, se hará el siguiente análisis: 

Para el punto Р(х,у) perteneciente a €, se observa que Р y el origen se ubican en lados opuestos de la recta (|, 
por lo que d, es una distancia dirigida positiva; de la misma manera Р y el origen se ubican en lados opuestos de 
Ta recta б, por lo que d es una distancia dirigida positiva. Por lo anterior, se establece que para la recta €, d, = da. 

Para cl punto Р(х,у) perteneciente a €' se observa que Р y el origen se ubican en lados opuestos de la recta €, 
por lo que d, es una distancia dirigida positiva; de la misma manera Р y el origen se ubican del mismo lado de la 
recta €, por lo que des una distancia dirigida negativa. Por lo anterior, se establece que para la recta €, dy = ~d. 

Para las ecuaciones A,x + Biy + С, = Oy Ax + Bay + С. =0, en la condición d, = d+. se tiene: 


de y dı = da. Para distin- 


Ах+Ву+С, _Ах+Ву+С, 


"Ыйы ATE } Ecuación de la bisectriz €. 


Para las ecuaciones Ax 1 Biy + C = 0 y Axx + В, 


+ Cı = 0. en la condición d, = dı, se tiene: 


Ax+By+C 


+ ЈА +B 


са зак ) Ecuación de la bisectriz €. 
[ҮЕ uación de la bisectriz 
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En ambos casos, el signo que precede al radical se selecciona de acuerdo con las siguientes condiciones: 


1. Si C= 0, el radical es de signo contrario a C. 
2. Si C=0y B = 0. el radical y B tienen el mismo signo, 
3. SiC=B=0yA=0,el radical y A tienen el mismo signo. 


EJEMPLOS А 


$ Encuentra las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos formados por las rectas €, : 3x — 2y + 6=0y bs: x+y -4=0, 
Е y demuestra que son perpendiculares entre sí. 


Solución 


Al elaborar la gráfica de las ecuaciones dadas. se tiene: 


Llamaremos € a la bisectriz que cumple con la condición d, = d y € a la bisectriz que cumple con la 
condicion d, = —4,. 


Para la ecuación de la bisectriz €, se tiene: 


Ах Bay4 Ca 

а ЈАЗ +В% 
EYES HATO 
JA аў+ау 
3х—2у+6_х+у-4 
++ Ит 
3х—2у+6_х+у-4 
3 Л 


М(3х -2y +6)= —ЙЗ(х+у-4 
21-229 +6у[2 =x —5ЛЗу+ ЛЗ. 
3214/1312 2y + Зу +62 4 /13=0 
G2 +-ЙЗух— (2/2 —ЛЗуу +26 42 2413) 0 } Ecuación de la biscctriz €. 
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Para la ecuación de la bisestriz €, se tiene: 


VOF +( 
3х-2у+6__х+у-4 
JE ЕЯ 


У13х—2у+6)= By +4) 
эүўх—23у--6у/ + By 
зх -V13x—2/2y-V13y +6/2+4/13=0 
(372 JI3) — (22 + Зуу +262 +2/13)=0 ) Ecuación de la bisectriz €. 


Para demostrar que las bisectrices son perpendiculares entre sí, se aplicará la condición que establece: dos 
rectas son perpendiculares entre sí cuando el producto de sus pendientes es igual a 1. 


Sea m la pendiente de la bisectriz €, es decir: 


__ (NIH _ ES 
(23-3) 22-3 


Sea m’ la pendiente de la bisectriz (7, es decir: 


6/43 _ 34248 
2+13) 20213 


De tal forma que: 


E 


22-322 +13 
90-13 1 

40-13 

18-13 
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2 ®»: Determina la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia a la recta 
4x — Зу + 12 = Oes siempre igual al doble de su distancia al eje x. 


Solución 


Al elaborar la gráfica de los datos dados, se tiene: 


Gráficamente, se observa que se deben encontrar las ecuaciones de las rectas que cumplen €: 2d, = d 
y (: 2d, = 4, Donde d, esla distancia de un punto P(x,y) de la recta que se busca а la recta €, cuya ecuación 
es y = 0 (eje x), mientras que @; es la distancia de P a la recta 4x 3y | 12 =0. 

Como la recta у =0 pasa porel origen del sistema coordenado, el punto P(x.y) se encuentra por arriba de dicha 
recta, por tanto, d, es una distancia dirigida positiva; el punto Роху) y el origen están del mismo lado de la recta 
4х— Зу + 12 =0, por tanto des una distancia dirigida negativa. 

Para la ecuación de la bisectriz €, se tiene: 


AAXFBYFC) __Ах+Ву+С› 
HJA ATE 
2(0х+у+0)  4x—3y+12 

Мо FHC 


2у __4х—3у+12 


1 —/25 
зу—5=—3У+12 
5 


—5@у) =4х—3у+12 
—10у=4х—3у+12 
Ах 391101120 
4x+7y+12=0 ) Ecuación de la bisectriz £. 
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Para la ecuación de la bisectriz (”, se tiene: 


UAM AH BY Ci) AX F BIY 4 Ca 
HATH HAE 
Ox + y +0) _ 4-3 +12 
+" PHF 

41 HI 
—/25 
4-3412 
ا‎ 
—5%—2у)=4х—3у+12 
1бу=4х—Зу+12 
ах—3у—10у+12=0 
4x—13y+12=0 } Ecuación de la bisectriz 0. 


Comprobación 

De la ecuación de la bisectriz (”, se determinan las intersecciones con los ejes coordenados, resultando 
12 

3, 0). 

6.0) y ( 2) 


La distancia de la recta у = О al punto ( 


А; В, С, 12 
PTA 12 092307093 
HA + B 

La distancia de la recta 4x Зу 1 12041 punto [o |, os: 


12 36 -364156 
400) -3| 12 12 

E+E, _ 12 00) (E) {e ы bl 13 

+з үз —Лв+9 la Ег" 


H s —1.845153840 


Como la bisectriz € contiene un punto que se mueve de tal manera que su distancia a la recta 4х Зу | 12=0 
cs siempre igual al doble de su distancia del eje х, ~24, = @› se comprueba como verdadera, es decir: 


-{ + E 
12) (13 
20 
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De la ecuación de la bisectriz € se determinan las intersecciones con los ejes coordenados, resultando 
12 
(3.0) y |0,——| 
8 | 7 | 


La distancia de la recta у — 0 (eje x) al punto 


AEREO у 


1.714285714-=— ا ےد 
At Ут‏ 


а 


La distancia de la recta 4r Зу | 12=0al punto 


40 jez (25) 


25 5 


Ах+В,у+С; _ 4х—3у+12 _ 
LATE PFE 
20 
35 


= 23428571429 


Сото la biscctriz € contiene un punto que se mueve de tal manera que su distancia de la recta 
4x — Зу + 12 = Oes siempre igual al doble de su distancia del eje x, 2d, = @ se comprueba como verdadera, 


Ejercicio 14 
$ L Determina la distancia absoluta de las siguientes rectas dadas al punto indicado. mpm 
correspondientes 
1. 4с Sy — 13 = 0al punto A(7.— D). 
: Competencias 
ў 2. 5x4 4y - 47 =0 al punto (9,8), ge 
Я 3. 204 5y + 10 =0 al punto C(1,3). © 


4 Зх 4y + 2= 0al punto Р(5,-2). 
Il. Determina la distancia dirigida de las siguientes rectas dadas al punto indicado. 
L 3x4 Sy +4=0al punto A.5). 


2. Sr- 3y – 16 =0 al punto В(—2.—3) 


Oal punto C(4,-2). 
4. х 2y+7 = 0 al punto P(S,-2). 
5. 2x4 y~ 8 = 0 al punto Q(6.4). 


6. x4 2y 1 = 0 al punto R23). 
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$ 7. х 6y = 0al punto МО, 5). 
Е 8. 3x4 4у – 10=0al punto № 1,3). 
: Ill. Determina la distancia comprendida en las siguientes rectas paralelas. 
1 1. х-у-9=0ух-у+3=0 4 41 Ту 36=0у4х 7у -6=0 
: 2. 5х}у}9—0у5х iy 27=0 5. Зх 5у 18=0y3r Sy- 12—0 
: 3. 6х }5у—82—0уёбх}5у+2—0 6 x-5y+7=0y2x-10y-12=0 


: М. Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria tus resultados. 


1. Los vértices de un triángulo son A(2,3), В(5,7) y СС 3.4). Determina la longitud de la altura del vértice 
ESP A sobre el lado BC y el área del triángulo dado. 


genéricas 2. Determina la ecuación de la recta paralela а la recta 2x - 3y + 9 = 0 y distante 3 unidades de ella. 
Competencias: 3. La distancia dirigida de la recta 4x + 10y - 25 = Oal punto A es —5; si la abscisa de A es 8. Determina 
Sem su ordenada. 
Н 4. La distancia de la recta 2x + Sy — 10 = 0 al punto M es —3; si la abscisa de M es 2. Determina su 
£ ordenada. 
р 5. La distancia de la recta 4х — 3y + 1=0al punto Q es 4: si la ordenada de Q es 3. Determina su 
: abscisa. 
: 6. Encuentra la ecuación de la recta cuyos puntos equidistan todos de las dos rectas paralelas 
Н Sx Iy- 12 = 0514 12у +6=0, 
: 7. En laccuación ke — 7y — 11 =0, encuentra el valor del coeficiente k de manera que la distancia dirigida 
de la recta que representa al punto A(6, 2) sea igual a 3. 
: 8. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto A(3,1) tal que la distancia de esta recta al punto 
: P(-1,1) sea iguala 242 
: 9. Determina el valor de k para que la distancia de la recta 15x | Ву +k = 0 al punto A(2.3) sea igual 
+ аз. 
Ч 10. Encuentra la distancia comprendida entre las rectas paralelas бх — 8y + 5 =0 y 3x — 4y -7 =0. 
: М. Determina las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos formados рог los siguientes pares de rectas 
7 dadas y demuestra que dichas bisectrices son perpendiculares entre =! 
: 1. 6x— Ву 1 15=0y 8x4 15y-24=0. 
а 2. 5x4 12y – 15=0y3r+4y+8=0. 


3. 2х-у+1=0ух+у 


М. Dados los vértices de los siguientes triángulos, determina las ecuaciones de las bisectrices del ángulo 
Interior ACB, para cada caso, 


S 1. АСАЛ), BE 33) y CG, 3) 4. A(2,4), B(62) y (6.7) 
: 2, A(-3,3), BIS5) y СО) 5. A(l,-1), B(6.-2) y CO3) 
з 3. A(2,1). ВАЛ) y C(6.-3) 
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VII. Resuelve los siguientes problemas. 


L. Determina la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia 
alarecta 3x 4 2y — 14 = O es siempre igual al doble de su distancia al eje x. 

2. Determina la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia 
alarecta4x + 2y — 13=0es siempre igual a la mitad de su distancia al eje y. 


3. Un punto se mueve de tal manera que su distancia a la recta 4r — Зу + 12 = 0 es siempre igual a su 
distancia al punto A(—3, -2); determina la ecuación de dicho lugar geométrico. 


4. Determina el área del trapecio formado por las rectas x — 2y 
х+3у—20=0. 


3г-у-5=0,1- 29 +5=0у 


5. Encuentra la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia 
alarectax + 5 = O es siempre igual a su distancia del punto A(S.0) y traza dicho lugar geométrico. 


6. Encuentra la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia 
alarecta y | 3 = O es siempre igual a su distancia del punto А(5.3) y traza dicho lugar geométrico. 


Se e e a ЫЛЕ КЕЛБЕ. 


Rectas y puntos notables de un triángulo 


Gcométricamente, el punto de concurrencia de las bisectrices de un triángulo es el incentro: el de las mediatri- 
ces es el cireuncentro; el de las alturas es el ortocentro y el de las medianas es el gravicentro o baricentro. 


Ecuación como lugar geométrico de la bisectriz de un ángulo 


La bisectriz de un ángulo es la semirrecta interior al ángulo que lo divide en dos partes о ángulos iguales, es 
decir, es el lugar geométrico de los puntos equidistantes de los lados del ángulo. 

Sean las rectas PO: Ax + By + C=0, ОЁ: A'x 4 Ву + С' =O y PR: Ax + B"y + С". 
de los lados del triángulo POR (de la siguiente figura). 


0, las ecuaciones 


160 


Омрар 2 


la lnea raca 


Sea OCK) un punto de la hisectriz €, del ángulo P: al considerar distancias dirigidas de los lados PR y PO 
del triángulo al punto O, se tiene que рага la bisectriz б: dy = — dy, es decir: 
А'х+В'у+С"') __Ах+Ву+С 

THT HARE 


De la misma manera sea O(h,k) un punto de la bisectriz 6, del ángulo О (figura 2.9); al considerar distancias 
dirigidas de los lados PO y OR del triángulo al punto O, se tiene que para la bisectriz б: dy = ~h, es decir: 


Ах+Ву+С __ А'х+Ву+С' 


EYA? +B H(A + (BF 
y 
g 
E das 
P 
* 
| >x * 
Figura 2.9 Figura 2.10 


Sea ОФ.) un punto de la bisectriz €, del ángulo R (figura 2.10); al considerar distancias dirigidas de los 


lados PR y OR del triángulo al punto O, se tiene que para la biscetriz бу: dy = dy, es decir: 


А*х + В'у+С” А!х+В'у+С' 


HATF HEF HAF HBF 


Incentro 


Es el punto de concurrencia de las bisectrices de los ángulos interiores del triángulo. El incentro es el centro 
de la circunferencia inscrita en el triángulo, cuyos lados son tangentes а la circunferencia como se muestra a 
continuación. 


El incentro siempre es interior al triángulo. 


dy. da y €, (bisectrices) 
ENENE = O (ncentro) 
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Ecuación de la modiatriz de un segmento como lugar geométrico 


La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que pasa por el punto medio, es decir, es el lugar geomé- 
trico de los puntos que equidistan de los extremos del segmento. 


Figura 2.11 Figura 2.12 


Соп base еп las figuras 2.11 y 2.12, los puntos Р(х,у), Q(%,y=) y ROY) son los vértices de un triángulo, 
donde €, es la mediatriz que pasa por el punto medio A(x4, Ya) del lado РО del triángulo dado. 

Como la mediatriz €, y el lado РО son perpendiculares entre sí. se tiene que sus pendientes son recíprocas 
y de signo contrario, por lo que: 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la mediatriz €, es: 


1 
—— (XX) 
т 


De la misma manera, sean (> y €, las medistrices que pasan por los puntos medios В(ьуа) у С(хсус) de 
los lados OR y PR, respectivamente, del triángulo dado. 

Como las mediatrices € y €; y los lados OR y PR son, respectivamente, perpendiculares entre sí, se tiene 
que sus pendientes son recíprocas y de signo contrario, por lo que: 
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Circuncentro 


Es el punto de intersección de las mediatrices de los lados del triángulo. El circuncentro es el centro de la cir- 
cunferencia circunscrita al triángulo, de tal manera que los tres vértices del triángulo tocan a la circunferencia. 
De la figura 2.11, se observa que: £,, € y €, son las mediatrices de los lados del triángulo POR; las inter- 
secciones de dichas mediatrices dan lugar al punto O(h.k) que se denomina cireuncentro (б, N l N € = O): 
porúltimo, para esta gráfica se establece que en un triángulo acutángulo, el circuncentro es interior al triángulo. 
De la figura 2.12, se observa que: €,, (. y €, son las mediatrices de los lados del triángulo POR; las intersec- 
ciones de dichas mediatrices dan lugar al punto O(A,k) que se denomina cireuncentro (€, N €2 N €; = О); рог 
último, para esta gráfica se establece que en un triángulo obtusángulo. el circuncentro es exterior al triángulo. 


Ecuación y longitud de las alturas de un triángulo 


La altura del triángulo es el segmento de recta que se traza desde un vértice perpendicularmente a su lado opuesto. 


Figura 2.13 


Los vértices de un triángulo son P(t), Оу) y RG), donde A, es а altura trazada perpendicularmente 
desde el vértice Р al lado opuesto OR del triángulo dado (figura 2.13). 
Como la altura h, y el lado ОЁ son perpendiculares entre sí, se tiene que sus pendientes son recíprocas y de 


signo contrario, por lo que: 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la altura А, es: 
1 


t ах) 


са 
De Ia misma manera, scan i, y Л, las alturas trazadas perpendicularmente desde los vértices О y Ra los lados 
opuestos PR y PO, respectivamente, en el triángulo dado. 
Como las alturas / y №, son perpendiculares entre sí, así como los lados PR y РО, se tiene que sus pendientes 
son recíprocas y de signo contrario, por lo que: 


m= HE 
т YF Moa 
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Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que las ecuaciones de las alturas Л» y A. son: 


1 1 
——(х—х;) у y» —— (AX) 
mpg "о 


La longitud de la altura se determina al aplicar la ecuación de la distancia de una recta а un punto, es decir: 
sean las rectas РО: Ax + By + С = 0, QR: A'x + By + C = Oy PR: Ат + В"у + С" = 0, las ecuaciones de 
los dados del triángulo dado (figura 2.13). 

La longitud de la altura ев la distancia de la recta OR: AX + Ву + С' =O al vértice P(X,,y), se expresa por: 


De la misma manera, la longitud de las alturas hz y з, es la distancia respectiva de la recta 
РЁ: Ах 4 B"y + C" = О al vértice O(x,.y») y de la recta PO: Ax + By + C = 0 al vértice R(x,.y3). por lo que 
se expresan por: 

Ат +В, +С" _ Аз +Ву,+С 


h= aner У 8 аат 


Ortocentro 


Es el punto de concurrencia de las tres alturas del triángulo, en la figura 2.13, se tiene que A, ПП, = О, 
donde O representa al ortocentro; se hace notar que en un triángulo acutángulo el ortocentro es siempre interior 
al triángulo. 

En la figura 2.14 se observa que en el triángulo rectângulo el ortocentro coincide соп el vértice del ángulo 
recto, 

En la figura 2.15 se hace notar que el ortocentro en el triángulo ohtusángulo es exterior al triángulo y es el 
punto de intersección de las prolongaciones de las alturas. 


hı Nha hs = O 
O es el ortocentro 


қ 


Figura 2.14 Figura 2.15 
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Ecuación y longitud de las medianas do un triángulo 


La mediana del triángulo es el segmento trazado de un vértice al punto medio del lado opuesto, 


Figura 2.16 


Los vértices de un triángulo son Роху). Q(xa.ya) y RGs.ys). en donde €, es la mediana trazada desde el 
vértice Pal punto medio А(хл;ул) del lado opuesto OR del triángulo dado (figura 2.16). 


Al aplicar la ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados, la ecuación de la mediana €, es: 


De la misma manera, para las medianas €, y €, trazadas desde el vértice Q y R al punto medio В(хьув) y 
C(xe.ye) de los lados opuestos PR y PO, respectivamente, en el triángulo dado. 
Al aplicar la ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados, las ecuaciones de las medianas ( у €, son: 


Para (,. la longitud es: d Р! 


(u =x, 


Para f, la longitud es: d ОВ = (xa — ra? + Oz 


Para (+, la longitud es: d RO 


CSS 


Gravicentro, baricentro o centro de gravedad 


Es el punto de intersección de las medianas de un triángulo: en la gráfica de la figura 2.16 €, N €2 [1 б, = О, 
donde О es el gravicentro. El gravicentro siempre es interior al triángulo dado. 
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EJEMPLO 
2 2, 


(gravicentro). 


b) Las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de su punto de concurrencia (circun- 


centro). 


с) Las ecuaciones y longitudes de las alturas; las coordenadas del punto de concurrencia de las alturas 


(ortocentro). 


d) Las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos interiores y las coordenadas de su punto de concurrencia 


(incentro). 


Solución 


-Los vértices de un triángulo son A(—2.1) B(-4,7) y C(6.—3), determina: 


а) Las ecuaciones y longitudes de las medianas; las coordenadas del punto de concurrencia de las medianas 


a) Se determinan los puntos medios de los lados del triángulo dado, es decir: 


Punto medio BC Punto medio AC 


ath 


2 


4+6 
x= 


Pm АВ (1,4) 


РтВС (5,2) РтАС (2, 1) 


Al aplicar la ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados, se tiene: 


—Ту-1=—И(х+2) 
лу+ 
х-лу+т+2=0 
х-Ту+9=0 


реа 


mediana €, 


Vértice A y Pm AG Vértice A y Pm AB 


20у-7)=80:—4) 5у+9= 70-6) 
2у—14 8х —32 5у+15 7х+-42 
Вг 2у —32+14=0 1х+5у +1542 = 
81-2y-18=0 Tx+5Sy-27=0 
шей енен mediana 6. 
mediana 6, 
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Al resolver simultáneamente las ecuaciones de las medianas £, y €. resulta: 
Se multiplica por -4, a la mediana €, y se resuelvo el sistema: 
241 -28у-16=0 €, 
FÉ 9=0 6 
27y—45: 
27y 
Al sustituir el valor de у en la ecuación de la mediana €, resulta: 
1х +5у – 27 =0 
Las coordenadas del punto de intersección de las medianas 
(gravicentro) son G(2.667,1.667). 

Las longitudes de las medianas son: 

Para €, de A al Pm BC: Para €, de Bal Pm AC: Para €, de C al Pm AB: 
а= Ха ау ala AO d= Junat- y 
d= [sa ala AA >” 

= 40—72 +С 1? а= Јоу +6 d= ET 

= 49+1 4= 4+64 d= 25+۳49 

= 50ل‎ а= 4-74 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 


GNGNG=G 
G es el gravicentro 
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b) Al determinar las pendientes de los lados del triángulo dado, se tiene: 


m del lado AB m del lado ВС т del lado AC 
_ ¥4 
E ae 

1+3 


Para determinar las ecuaciones de las mediatrices, se requieren las pendientes de las perpendiculares de los 
lados del triángulo dado. es decir: 


Sean los puntos medios de los lados del triángulo dado. Pm AB (1.4), Pm BC (5.2) y Рт AC (2.-1) (que se 
determinaron en el inciso a) y con las pendientes perpendiculares, las ecuaciones de las mediatrices son: 


РтАВ ут, Pm BC y m, Pm AC y т, 
y-y = (0-21) т(х—х). 
20-2) 


592) =14=5) 

Sy-10=r-5 

x-5y-5+10=0 mediatriz 6, 
i x-5y+5=0 
mediatriz € 


Al resolver simultáneamente €, y €, resulta: 


x+y-5=0 €, 
эх-у-5=0 6 
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Al sustituir el valor de xen f» resulta: 


1.667 
=15 


Las coordenadas del punto de intersección de las mediatrices 
(circuncentro) son K(3.333,1.667). 


Al claborar la gráfica, se tiene: 


e) Sean las pendientes perpendiculares de los lados del triángulo dado, т, = =1, m = ут, 
(que se determinaron en el inciso В), así, las ecuaciones de las alturas son: 3 


Vénico A ут, Vértice B y т, Vértice Сул, 
усу=тхох)у yo ysna x) Y Yi =m x) 
y iia у-7=20-4 y+3=- 116) 
5 у-7=21 8 y+3= r46 
Sy 0 = 1612) 2х-у-8+7=0 x+y+3-6=0 
Sy -5=x+2 2х-у-1=0 х+у-3=0 
х—-5у+2+5=0 
х-5у+7=0 altura ha altura Ay 
altura h, 
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Al resolver simultáneamente ЛЛ, y Ax, resulta: 


Al sustituir el valor de x en /1,, se tiene: 


х—5у+7=0 
4 

Sy + 7=0 
3 59У 


25 
зу+ 7—0 
а 


15 > 


Las coordenadas del punto de concurrencia de las alturas 
(ortocentro) sun /1(1.333,1.667). 


Para determinar las longitudes de las alturas, se requiere conocer las ecuaciones de los lados del triángulo 
dado. De tal forma que: 


Ecuación del lado АВ Ecuación del lado BC Ecuación del lado AC 
y» Ва У-У [Ё ara) 
21—202 Xit 
1-7 7+3 
с+2, у-т=|——|х-4) 
Ejea (66-9 
=6(у 10) = 602) Uy- = 1044) -8y -1 =4х+2) 
—6y+6=—6x-12 —2y+14=10x—40 —8y+8=41+8 
6x—6y+64+12—0 10x 02у 40 14-0 Ax+8y+8-8=0 
6x—6y+18=0 10x+2y-54=0 4r+8y=0 
1-y+3=0 5х+у—27=0 х+2у=0 


La distancia dirigida de la recta del lado АВ al vértice С es: 


_Ах+Ву+С y+ _ 
жүл +E P+) A 


La distancia dirigida de la recta del lado BC al vértice A es: 


Ах+Ву+С _5х+у—271 _ 5024127 _ 1041-27 __ 18426 


HATE Јр ST 7 7 13 
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La distancia dirigida de la recta del lado AC al vértice Bes: 
Ах+Ву+С _ х+2у 44 XD) 4414 18/5 
d= = Y = = 
Hae JP Va 5 5 
Gráficamente, se tiene: 
hh Nh =H 


d) Sean las ecuaciones de los lados del triángulo dado. AB: x — y + 3 = 0, ВС: Sr + y - 27 = 0 y 
AC: x + 2y = 0; al elaborar la gráfica, se tiene: 


Si Р(х,у) es un punto de la bisectriz €, del ángulo A, se observa que el punto Pestá por arriba de la recta AC 
que pasa por el origen, por lo que d, es positiva; para la recta AB se observa que P y ol origen están del mismo. 
Jado de dicha recta, por lo que d es negativa. Por lo anterior se establece que para la bisectriz €,, se tiene 
dı = 4 
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А'х+ B'y+C' Мх +24/у= ух 53 +35 
H4? +8? Эх-х + 2y + Sy-35 =0 
== 3 
or ESO VIA y 345-0 
PEE! —0.821+5.06y—6.7=0 


3 


0.821 —5.06y +6. 


VF AA 
VIa +25) = 50 у+3) Los coeficientes de esta ecuación son aproximados. 


Figura 2.17 Figura 2.18 


Si P(x) es un punto de la bisectsiz €, del ángulo В, se observa que el punto P y el origen están del mismo lado 
de la recta AB, por lo que d, es negativa: de la misma manera para la recta BC, por lo que d, es negativa (figura 2.17). 
Por lo anterior se establece que para la bisectriz €, se tiene ~d, = ~d; o d = da. 


Ах+Ву+С _А'х+Ву+С' 
HALE HATE 
х-у+3_ _5х+у-21 
Ленс у 
у+З 5х+у-27 
A A 
VE- y+ = —/2(5х + y 27) 
УОбх — бу +3/26 = —5У?х —УЗу+213 
26x + 5/2х — /2бу+ 2y +326 2742 =0 
(26 +53) (426 — /2)y +3 426 – 9/5) =0 
12.171 —3.68y— 22.88 =0 ) 


Los coeficientes de esta 
ecuación son aproximados. 


Si Р(х,у) es un punto de la bisectriz €, del ángulo С, se observa que el punto P está por arriba de la recta 
AC, por lo que d, es positiva: para la recta BC se observa que Р y el origen están del mismo lado de dicha recta, 
por lo que 4, es negativa (figura 2.18). 
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Por lo anterior se establece que para la bisectriz €,, se tiene ~d; = 
Ах+Ву+С __ Ах+Ву+С' 36+ +2 26y =—J5x—/5y 42745 
6r + 55x + 26y + Jy -2714/5 =0 
E (6 5/5) + 24/96 + /5)у—278 =0 


Sir 16.27x+1243y—60.37=0 


х+2у __5х+у-27 
JF JBF 


Los coeficientes de esta ecuación son aproximados. 
26 +2уу =—\5(5х+ у—27) 


Se multiplica por — 12.17 а €, y se multiplica por 0.82 а €, y se resuelve simultáneamente: 


>997х 1-61.58у 181.530 
9997 3.01 


58.57y—100.29=0 


Al sustituir el valor de y en 6, resulta: 


16.27x+12.43y—60.37=0 
16.27х+12.43(1.72)—6.37=0 
16277 +21.37—60.37=0 
16.27 —39=0 

1627х =39 

39 


—Ñ=l 
a 


$ 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 


Las coordenadas del punto de concu- 
rrencia de las bisectrices (incentro) 
son [(2.4,1.72), 


«пеп& 
Tes el incentro. 
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Ahora se demostrará que analíticamente el gravicentro (baricentro), cireuncentro y ortocentro del un ángulo 
dado son colíncales y que la recta que los une se denomina recta de Euler. 


y 


Cráficamente se observa que dichos 
puntos están alineados sobre una 


misma recta, es decir, son colineales. 
Recta de Euler 


e 
Demostración 

1.667—1.667 m 

1.333— 2.667 

а O COMO my = тех = тук; por lo 


tanto, los puntos son colineales. 


Se demuestra que el gravicentro (baricentro), circuncentro y el ortocentro de cualquier triángulo son colineales 
y que la recta que los une se llama recta de Euler. 


Ejercicio 15 
$ L Dados los vértices de los siguientes triángulos, encuentra: 


CTA а) Lasccuaciones y longitudes de las medianas, las coordenadas de su punto de intersección (gravicentro 
Ema o baricentro). 


b) Las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de su punto de intersección (сігсип- 
centro). 


¢) Las ecuaciones y longitudes de las alturas del triángulo y su punto de intersección (ortocentro). 


а) Las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos interiores del triángulo y su punto de intersección 


(inceatro). 
1. P(1,1),Q(4,7) y КӨЗ) 4. ABS), 81,1) y CO,-3) 
2. A(-4,2), B15) y CQ,-1) 5. C(2,-2), M-14) y В) 
3. K(55),144,-1) y М(—2,3) 6. B(-1,-1),G(28) y C(5,7) 
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1. Demuestra analiticamente que el gravicentro (baricentro), circuncentro y ortocentro de los triángulos 
dados en el ejercicio anterior son colineales (recta de Euler). 


1. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Encuentra el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores del triángulo que tiene 
сото lados las rectas 6: Sx — Ty +27=0, ё:9х — 2у— 15 = Oy b: 4x + Sy + 11=0, 


N 


Los lados de un triángulo son las rectas 7x — y + 11 =0,x фу — 15 = 0 y 7x + 17у + 65 = 0; deter- 

mina las ecuaciones de las mediatrices y las coordenadas de su punto de intersección (circuncentro). 

3. Demuestra que las medianas del triángulo A(-1,3), B(5.4) y C(2,-2) son concurrentes, es decir, 
pasan por un mismo punto. 

4. Los vértices de un triángulo son PG,-2), Q(8.—1) y R(1.7): demuestra que sus alturas son 
concurrent 

5. Los lados de un triángulo son 6: Ах — Зу — 65 = 0, €: Tx — 24y 1 55 = O y €x: 3x + 4y - 5=0: 
demuestra que el gravicentro (baricentro), el circuncentro y el ortocentro, son colineales. 

6. Los lados de un triángulo son (y: 7x + 6y — 11 = 0, €: 9x — 2y +7=0 y €: бх — Ty 
determina las ecuaciones de las bisectrices en la forma normal. 

7. Los lados de un triángulo son 6: 4x + 3y — 50=0, бу = 0 уб; 3x 4у= 

ciones de las mediatrices en la forma normal. 


; determina las ecua- 


5. Demuestra que las medianas del triángulo A(S, — 1), B(3.4) y C(-1,1), lo dividen en seis triángulos de 
igual área. 


(O) verte tu rosutados en la sección e respuestas comespondient.. «++ 


* PROBLEMAS DE APLICACIÓN 


Т өе. En una fábrica cl costo total de la producción es de 200000 dólares en un mes, si se producen 5 000 unidades y de 
150.000 dólares en un mes cuando la producción es de 3000 unidades. Si 1а relación entre el número de unidades 
producidas x y el costo total de la producción y es lineal, ¿cuál es la ecuación de dicha relación? 


2 0s- La relación entre la temperatura T del aire en C y la altitud A en metros sobre el nivel del Ы 


mar, es aproximadamente lineal. Cuando la temperatura al nivel del mar es de 16 °С, si la 


altitud aumenta 1 524 metros, la temperatura del aire llega a ser de -8 °С. Perea 
а) Expresa la ecuación lineal de Ten función de A. 5 
b) ¿Cuál es la temperatura del aire a una altitud de 4 572 metros? disciplinares. 


Se permite a quienes pagan impuestos depreciar la propiedad en renta sobre un periodo de 15 años. Entonces 
si y denota el valor de la propiedad después de x años y si la misma liene un valor inicial de 60000 dólares, los 
puntos (0.60 000) y (15,0) están en la gráfica lineal que se denomina depreciación en línea recta que consiste en 
ajustar una secta a que pase por dos puntos. 


a) Expresar a y como función lineal dex. 
b) ¿Cuál es la depreciación anual? 


Un equipo agrícola, cuyo valor inicial era de 400000000 de pesos, se deprecia sobre su tiempo de vida útil de 
10 años. Al final de los 10 años, el equipo tiene un valor de 20000000 pesos. 


a) Expresa el valor y como función lineal de la edad x después de los 10 años. 
b) ¿Cuál es la depreciación anual? 
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5 өе. Un punto en el suelo se encuentra a 135 pies de la base de una c 
Lorre que se sitúa en el origen del sistema coordenado. El punto 
de la cúspide de la torre es С(0,120); determina: 


а) Laaltura de la torre. 

b) El ángulo de elevación del punto A hacia la cúspide de la 
estructura. 

¢) El cirsuncentro del triángulo ААС. 


ہی — 


6 в». Ооу barcos A y В zarpan al mismo tiempo del punto C(0,0); el barco A navega en la dirección 24° al noreste y 
el barco В navega en la dirección 66° al sureste. La posición еп el sistema de coordenadas después de una hora 
son los puntos A(4,9) y B(9.-4). respectivamente. para los barcos. 


a) Demuestra que se forma un triángulo rectángulo ABC. 
b) Encuentra los ángulos interiores del triángulo ABC. 

¢) Encuentra las ecuaciones de los lados del triángulo ABC. 
d) Encuentra el gravicentro del triángulo ABC. 


7 «еә. Una lancha de motor operada a toda su capacidad hace un recorrido de 12 kilómetros contra corriente constante 
en 30 minutos. El viaje de regreso соп la misma corriente y a toda marcha lo hizo en 24 minutos. Calcula la 
velocidad de la corriente y la velocidad equivalente de la lancha en aguas tranquilas, es decir, el punto de equi- 
librio entre las dos velocidades. 


8 es: Un avión viaja 2000 kilómetros en 2 horas volando con viento de cola. El viaje de regreso. contra el viento, le toma 
2.5 horas. Determina la velocidad del avión y la del viento, suponiendo que ambas velocidades son constantes. 


9 ев. El dueño de un equipo de béisbol quiere comprar bates y pelotas que cuestan 24 y 6 dólares cada uno, respecti- 
vamente; para su siguiente juego dispone de 300 dólares: 
a) Соп 300 dólares, ¿cuántos bates y pelotas puede comprar? 
b) Representa gráficamente el resultado. 
ТО es- Dos observadores, en los puntos P/(72) y Р 3, 6), ven un velero que sigue una trayectoria paralela a la recta 
4x — Зу — 18 = Оу la recta que une al observador Р, con su posición final es 2 — Sy — 4 = 0. Si la posición 
inicial del velero en el punto A(7,y) y su posición final en el punto B(x, 6) 


Омрар 2 


la lnea raca 


a) ¿Cuál es el valor de la ordenada del punto А? 

b) ¿Cuál es el valor de la abscisa del punto В? 

с) Encuentra la ecuación lineal que describe la trayectoria del velero. 

d) Determina la ecuación de la recta que se forma con el velero en la posición A y el observador P,. 

е) Determina la ecuación de la recta que se forma con el velero en la posición B y el observador Pz. 

f) Encuentra las coordenadas del punto de intersección entre las rectas AR у BR. 

2) Determina el valor de los ángulos, agudos y obtusos que se forman entre las rectas АР; y BF. 

h) ¿Cuál es la distancia de la recta 2x —Sy ~4 = Oal punto de intersección resultante en el inciso anterior? 
0 ¿Será el < 1 mayor que < 2 еп ambas posiciones del velero? 

j) Encuentra las coordenadas del punto de intersección entre las rectas AP, y BÊ. 


11 es La long 


ıd € de una barra de melal es una función lineal de la temperatura Т. 


а) Si €, representa la longitud a 0°C, expresa a € como una función lineal de 7. 
b) Una barra de aluminio de 20000 em de longitud a 0 °C, aumenta a 20048 cm a 100 °C; determina el 
coeficiente а y expresa € en funci 


del inciso anterior, 


La resistencia R de un material es una función lineal de la temperatura Ten С. 


a) Si R, representa a la resistencia a 0 °C, expresa R como una función lineal de T empleando a como 
pendiente. 

Б) Si para un alambre de aluminio, Ro = 0.344 $2 y R = 0.428 12 а 70 “С, obtén el coeficiente а y expresa 
R en términos de T. 


13 es: La velocidad del sonido V en el aire es aproximadamente una función lineal de la temperatura 7. Si 
V, = 338 m/s a la T, = 10°С y У, = 374 m/s a la temperatura Т, = 46 °С, expresa V como una función 
lineal de Т. 


14 


La ley de Hooke enuncia que el esfuerzo es proporcional a la tensión. Cuando se aplica un esfuerzo a un cilindro 
circular, la ley significa que el ángulo de torsión 0 es una función lineal del esfuerzo s. Si 0 = 0° cuando s = 0 
уб = 1.32 °С cuando s = 650 kg/cm. 


a) Expresa 0 como una función lineal de s. 
b) Obtén 0 cuando з = 800 kjn. 


Tomando como referencia la inclinación de la recta 5х — 9y + 11 = 0, un carpintero construyó una escalera 
cortando triángulos como ABC, CDE, EFG, ete., de un trozo de madera. 


a) Encuentra la ecuación de la recta que contiene a 105 puntos A, C, E, G, 1, K, si las coordenadas de A son 
(5D. 

b) Encuentra la ecuación de la recta que contiene a los puntos В. D, F, Н, J. si las coordenadas de F son 
(од). 

€) Determina la 


stancia de la recta 5x — 9y + 11 = Оа los puntos A(-5,1) y F(0,2). 
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- Traza la gráfica de la recta que pasa por С( 6,2) y tiene como pendiente 


Autoevaluación 


Si la pendiente es = y la ordenada al origen 5, determina la ecuación de la recta. 


Dibuja el lugar geométrico de las siguientes rectas: 


а) y=1143x 
b) y=3x 
с) у—5х+3 


Un panadero determina que si realiza x número de pan al día, su costo de producción está dado 
por la ecuación у= 6x 1 1 200 en pesos. 


a) Traza la gráfica de la ecuación. 


b) Explica qué representan la pendiente y la intersección con y. 


El servicio de TV por cable cuesta $240 al mes, lo que incluye 150 canales. Si se desea tener 
canales extras, el costo adicional es de $5.50 por cada canal. 


a) Determina el modelo lineal para el pago mensual y por x canales. 


b) Usa el modelo para calcular el pago mensual si tienes 155 canales en un determinado mes. 


с) Traza la gráfica correspondiente y escribe cuál es la ordenada al origen. 
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Las cónicas 


Evaluación diagnóstica 


Realiza lo que se indica en cada caso. 


1. Señala los elementos básicos de una circunferencia, parábola, elipse e hipérbola. 


2. Explica la diferencia entre circunferencia, parábola, elipse e hipérbola. 


3. Determina la ecuación de la circunferencia con centro en 1 y г = ./®. Traza la gráfica 
correspondiente. 


4. Determina la ecuación de la parábola cuyo lado recto es el segmento entre los puntos M(—5,-3) 
y NE33) 


5. “Transforma la ecuación de la hipérbola x — = 0 a coordenadas polares. 
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Las cónicas 


Propósito de la unidad 


Que el estudiante: 


ш 


Hagatso Tel JenguajeBeométrico Para евстїһїг O 
obtener información de diversas situaciones a partir de 
modelos geométricos relativos a las figuras cónicas, 


Interprete SAnalice fos Tesultados que Bbtiene En la! 3. Explica e 
resolución de cada uno de los problemas de situacio- 

nes reales. 

Identifique Jos BlementosbásicosHe zada figura | 4. 


cónica; circunferencia, parábola, elipse с hipérbola. 
Plantee fs Ecuaciones He Tas Bónicas para Tn GoluciónO 


Competencias disciplinares 


t 


Construye e interpreta modelos matemáticos mediante 
la aplicación de procedimientos aritméticos, algebraicos, 
geométricos y variacionales, para la comprensión y aná- 
lisis de situaciones reales, hipotéticas o formales. 

terpreta los resultados obtenidos mediante 
procedimientos matemáticos y los contrasta con modelos 


establecidos o situaciones reales, 
Argumenta la solución obtenida de un problema con mélo- 
dos numéricos, gráficos, analíticos o variacionales, mediante 
lenguajeSerbal, hatemático у Elo Te Tas TecuologíasileZ 


de pronblemas en ambientes reales. 


la información y la comunicación. 


5. Analiza las relaciones entre dos o más variables de un 
proceso social o natural para determinar o estimar su 
comportamiento. 

8.7 Interpreta Tablas, Bráficasmapas, diagramas 3 Textos Bon T 
símbolos matemáticos y científicos. 


Contenidos que aborda la unidad 


Contenidos 
conceptuales 


Contenidos 
procedimentales 


Contenidos 
actitudinales 


«2 Introducción las Zónicas . 
Determinación BeTa Ecuación dela Bircunfe- 
rencia y su gráfica. 

+2 DiscusiónAcercadeSinaBcuación de аята 


XPA Dx + Ey + F=0representao no.una эп 


circunferencia; en caso afirmativo, determina- 


ción de su centro y su radio. п 


+2 Determinación He а Bcuación de la Parábola: 


su gráfica, - 


+2 Discusión Acerca Tle Bitna Ecuación петао 
ma, Ах? + Dx 4 Ey+F=0 о С Drt Ey F= 
representa o no una parábola; en caso afirmati- 
vo, determinación de sus elementos correspon- 
dientes. 


Determinación de Ta Ecuación e Ta Blipse у зис 
gráfica. 

Discusión cercate Sina Ecuación de Ta Torma 2 
AX + Су? + Dr + Ey + F =0 representa 
Determinación de Ta Ecuación de Ta ipérbola 3- 
su gráfica. 
Determinación йе Th Ecuación Be Tas Bsíntotas e 
la hipérbola. 
DiscusióncercadeSi ¡ina Ecuación dde Ta Torma2 
AF 4 O? + Dx + Ey + Р =0 representa o no 
una hipécbola; en caso afirmativo, determinación 
Че sus elementos correspondientes. 
Formapolar Be Tas Tónicas. 


ElaboraráJ Dará Estrategias Tle TesoluciónileZ + 
problemas como: hacer diagramas, hacer con- 
jeturas, Dividir Dn Ẹroblema En Bubproblem: 
ás sencillos, llevar un problema a uno ya 
conocido, 

+= AprenderátaTieducirlas Ecuaciones Hed: 
cónicas: circunferencia, elipse. parábola e 
hipérbola 


+0 ColaboraráZon Sus £ompañerosúlBesolverT ж 
problemas. 

=D Respetoāl Trabajar En Blase. 

+D Responsabilidad En El proceso Enseñanza- 
aprendizaje. 
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Analizará ETnerpretará Tas Tondicionesgeomé- 
їпїсак y analíticas de las cónicas: circunferenci 
parábola, elipse е hipérbola. 

Seguirá Procedimientos deTmaneralTeflexiva,T 
comprendiendo cómo cada uno de sus pasos 
contribuye 5l cance le ûn Bbjetivo. 
Usaráldiversas Estrategias He Tesolución de pro- 
blemas. 


AprenderáZalorarBliFabajo/deZus Zompañeros 
Contribuye Bon lease manera Erítica Y Becio- 
nes Besponsables Tı Bora le Trabajar En Equipo. 2 
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GEOMETRA ANAÎNCA 


Introducción a las cónicas 


El estudio de las cónicas tiene una tradición histórica que se inicia con el matemático griego Apolonio de 
Pérgamo (262-190 а. C.), quien en sus investigaciones relacionó las intersecciones de un cono соп un plano, 
descubriendo ciertas curvas a las que identificó con el nombre de circunferencia, clipse, parábola e hipérbola 
(secciones cónicas). 

En el siglo хуп, las secciones cónicas influyeron en la revolución de la astronomía de Johann Kepler, al 
evaluar los volúmenes de sólidos obtenidos mediante la rotación de segmentos de secciones cónicas alrededor 
de un eje en su plano, 

Otros matemáticos de la época cimentaron las bases de la geometría analítica de René Descartes al unificar 
el álgebra con la geometría plana, particularmente en la que una ecuación de segundo grado es interpretada 
como una sección cónica. 


Sección cónica 


Esel conjunto de puntos que se forma de la intersección de un cono de revolución de dos mantos con un plano. 


R 


Generali 


Sî P es un punto de la recta R por el 
que se hacen pasar un número infinito 
de rectas que forman un ángulo 0 con 
R y que dan lugar a una superficie que 
se denomina cono de revolución de dos 
mantos (Figura 3.1). 


Figura 3.1 


Gráficamente, la recta R representa el eje de simetría del cono y P su vértice; las rectas que pasan por el 
vértice se denominan generatrices del cono. 


Formación de las cuatro cónicas básicas 


Si el plano es perpendicular al eje de simetría del cono y no pasa por el vértice, su intersección da lugar a la 


circunferencia (Figura 3.2). 
R R 
> Elipse 2 
Circunferencia 
Figura 3.2 Figura 3.3 
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las cónicos 


Si el plano no es perpendicular al eje de simetría del cono, pero corta a todas las rectas generatrices, su 
intersección da lugar a la elipse (Figura 3.3). 

Si el plano es paralelo a una recta generatriz y corta a todas las demás, su intersección da lugar a una. 
parábola (Figura 34). 

Si el plano es paralelo al eje de simetría del cono y además corta a los dos mantos. su intersección da lugar 
auna hipérbola (Figura 3.5). 


P Hipérbola 


Figura 3.4 Figura 3.5 


Debe observarse que en la formación de las cuatro cónicas básicas (circunferencia, elipse. parábola e 
hipérbols), el plano по pasa por el vértice del cono. 


Cónicas degeneradas 


Es el resultado de la intersección del plano con el vértice del cono, dando lugar a un punto, dos rectas que se 
cortan y a una sola recta. 


£ WZ 


Figura 3.6 Figura 3.7 Figura 3.8 


Si el plano pasa por el vértice perpendicularmente al eje, su intersección da lugar a un punto (Figura 3.6). 

Si el plano pasa por el vértice paralelamente al eje, su intersección da lugar a dos rectas que se cortan en 
dicho vértice (Figura 3.7). 

Si el plano pasa por el vértice y paralelamente a la generatriz del cono, da lugar a una sola recta (Figura 3.8). 
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Ejercicio 16 
1. Realiza lo que se indica en cada caso y en plenaria discute tus respuestas. Escribe los nimeros 
corespondientes 
1. Define sección cónica. = 
Competencias 
2. ¿Cómo se forma un cono de revolución de dos mantos? ЗРНО 
3. Escribe los elementos que forman un cono de revolución de dos mantos. богата 


4. Explica cómo se forma la sección cónica circunferencia. 

5. Explica cómo se forma la sección cónica elipse. 

6. Explica cómo se forma la sección cónica parábola. 

7. Explica cómo se forma la sección cónica hipérbola. 

8. Define sección cónica degenerada. 

9. Explica cómo se forma la sección cónica degenerada punto. 

10. Explica cómo se forma la sección cónica degenerada dos rectas que se cortan. 
11. Explica cómo se forma la sección cónica degenerada una sola recta. 

12. Representa gráficamente las secciones cónicas y las degeneradas. 


(O vienesa esto ea omic S 


Determinación de la ecuación de la circunferencia y su gráfica 


Definición de circunferencia 


Geométricamente, se entiende a la circunferencia como una curva plana y cerrada cuyos puntos equidistan de otro 
punto fijo interior llamado centro; se denomina radio a los segmentos que unen al centro con cualquier punto de 
la curva. 

Analíticamento, se define por una ecuación de segundo grado con dos variables, la circunferencia es la 
curva más estudiada después de la línea recta; como se verá más adelante, no toda ecuación cuadrática da lugar 
a una circunferencia. 


Ecuación de la circunferencia con centro en el origen y radio r 


La circunferencia está definida por un radio constante г, su ecuación es el resultado de fijar la distancia del centro 
a cualquier punto P(x,y) perteneciente a la curva: 


Sea P(x,y) un punto cualquiera de la circunferencia con centro en el origen y radio г (Figura 3.9). 
Con el origen y un punto cualquiera de la curva, se forma el triángulo rectángulo OPA, donde los segmentos 
ОА, AP y OP, son los catetos adyacente, opuesto e hipotenusa, respectivamente. 
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Si ОА = x (abscisa de P), АР = у (ordenada de 
P) y OP — r (distancia constante del centro al 


ES EN 
Р: е» punto Р), porel teorema de Pitágoras, se tiene: 
(ОРУ 
Ө +(уў=()* 
iyt 
K р 
чи ир. 
Figura 3.9 
Otro método de demostración 


Al aplicar la ecuación de distancia entre dos puntos, para el segmento ОР, se tiene: 
OP = [0020-7 
Al clevar al cuadrado ambos miembros de la ecuación, resulta: 

сани 


و 


La expresión x? 4 y? — fF también se denomina forma canónica de la ecuación de la circunferencia. 


EJEMPLOS - 
Determina la ecuación de la circunferencia con centro en el origen cartesiano y de radio 4; construye la gráfica 
E correspondiente. 

i 


Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación de la circunferencia en su forma canónica, resulta: 


P4p=A 

bas ad 

Eee } Ecuación de la circunferencia con 
centro en el origen y radio igual a 4. 


Para construir la gráfica de la ecuación 22 + у? = 16, se despeja а y en función de x, es decir: 


ё+ў=16 
¥ =16—- 
y= li 
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Al dar valores a la variable independiente т, se obtienen los valores de la variable dependiente у, que se 


registran en el siguiente tabulador: 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


25 está sobre la recta es a — 7y + 25=0; determina la longitud de 


2 es-Una cuerda de la circunferencia a? +) 
la cuerda. 


Solución 


¡Geométricamente, una cuerdaes el segmento que está limitado por dos puntos de la circunferencia; por lo anterior 
es necesario determinar las intersecciones entre la circunferencia y la cuerda. 
De la ecuación de la cuerda x — Ту + 25 = 0 se despeja a x y el resultado se eleva al cuadrado. es decir: 


х-Лу+25=0 
(кў = (Ty – 257 
د‎ = 49у? — 3530у + 625 
Е = 625 


5 (1) de la circunferencia ул? — 49у?  350у = 625 
, es decir: 


Al resolver simultáneamente las ecuaciones Y + y 
(2) de la cuerda, se debe multiplicar la ecuación (1) por — 


> - ٣ =-25 
AŽ —49у? + 350y = 625 
5052 +350y = 600 


Al simplificar y factorizar. se tiene: 


50у? — 350у +600=0 


у -73+10=0 
(у— 40-3) =0 
y-4=0 y-3 


n=4 
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Al sustituir los valores de y en la ecuación (1). se tiene: 
Paray Para y 
х—7у+25=0 
x 70) 125-0 
x 21425=0 
х+4=0 
1=-4 


Los puntos de intersección entre la circunferencia 
y la cuerda son A(3.4) y B(-43). 


Al determinar la distancia entre los dos puntos de intersección, se liene: 


dyg = {Ол — xg)" + (ул ув) 
da= CHIA 


La longitud de la cuerda es бур = 7.0710. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tie 


Ecuación de la circunferencia con centro fuera del origen o de forma ordinaria 


La circunferencia con centro en el punto Cr.) que se ubica en cualquier lugar del plano coordenado y que tiene como radio 


la constante г, se representa por la ecunci 
P =p | También se le Пата forma 
PAE ) reducida de la circunferencia. 
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Demostración 


Sea Р(х,у) un punto cualquiera de las circunferencias con centro en (h.k) y radio г, forman el triángulo CPA 
como se muestra a continuación. 


Dado que los segmentos [CA] = | — Ml. 
[AB] = [у — Юу [CP] = г, son los catetos ad- 
yacente, opuesto e hipotenusa del triángulo rec- 
tángulo CPA; se aplica el teorema de Pitágoras, 
es decir: 


APA (у – Ё 
a- KHH 


“Ў 


Y 


Otro método de demostración 


A partir de la definición geométrica de circunferencia, se tiene que el punto P(xy) cumple la condición de que 
[cr 


1а cual analíticamente se expresa por la fórmula de distancia entre dos puntos, es decir: 


[07 Ja ату к> 
r= Ja -h 40у 02 


Al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuación, se tiene: 


PAIN +(у—Ю? 


EJEMPLOS . 
З AO 
Е Determina la ecuación de la circunferencia con centro en С(5, 3) y radio 4/19; construye la gráfica correspon- 
%. dionte. 
Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria, se tiene: 
EPA a 


с 5° + (у +35 = YF 
5 Ecuación de la circunferencia con 
Egea } centro en С(5, 3) y radio J19. 


Para elaborar la gráfica, se despeja a y de la ecuación (x ~5 + (y + 3° = 19, es decir: 


(TP + (у +3 P=19 
у +3#—19—(х-5ў 
Al aplicar raíz cuadrada еп ambos miembros de la ecuación, se tiene: 


y +3=+/190-G=5P 


19—@—5$71 
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Dando valores a la variable independiente x, se obtienen los valores de la variable dependiente y, los cuales 
se registran en el siguiente tabulador: 


х 1 2 3 4 5 6 $ 8 9 


1% 016 087 124 135 124 087 0.16 1% 
—473 616 -687 -7.24 735 -724 -687 —b16 -473 


Al elaborar а gráfica correspondiente, se tiene: 


2 @s-La ecuación de una circunferencia es (r 1 3)? 1 (y _ 4% = 36; demuestra que el punto A( 2,5) es interior a la 


circunferencia y que el punto В(4, -1) es exterior. 
Solución 


De la ecuación de la circunferencia, se sabe que su centro es el punto СС 3,4) y que su radio es г = 6; al elaborar 
la gráfica, se tiene: 


Gráficamente se observa que el punto A(-2,5) es interior a la circunferencia, es decir, la deş < r; de la 
misma manera el punto В(А, - 1) es exterior а la circunferencia, es decir, la deg > г. 
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Фа = (ae лаў + Ос =y dea = (лс — ха) + (ус Ув)? 
(34-29 +(4-5P de; =(—3—4)?+(4+1)? 


JCD +1 Яа = МСТ +S 
JIFI de =V19+25 
а = 14142. des = VTA 56003 


Se demuestra que el punto АС-2,5) es interior a la circunferencia ya que dzz < r: 
también que el punto 8(4, 1) es exterior a la circunferencia ya que deg > r- 


З es-La ecuación de una circunferencia es (x 47 | (y 37 = 20; determina la ecuación de la tangente a dicho 
círculo en el punto A(6,7). 


Solución 


De la ecuación de la circunferencia, se sabe que su centro es el punto C(43) al determinar la pendiente de la 
recta que pasa por el centro y el punto A, resulta: 
ус) 37 
зела 4—6 
La pendiente de la recta СА tomada recíprocamente y de signo contrario, es la pendiente de larecta tangente 
a la circunferencia, ya que son perpendiculares entre sí. 


т 


1 1 
= 
теу 2 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta para los datos A(6,7) у mu, ===, se tiene: 


x+2y-20=0 


La ecuación de la recta tangente a la circunferencia (x ~4)* + (y -32=20 
en el punto A(6.7) esx + 2y — 20 =0. 
Al elaborar la gráfica, se tiene: 


а a 


>x 
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Forma general do la ecuación de la circunforoncia 


es (x — А) + (y — K? = Г, desarrollando los binomios. 
=, ordenando los términos е 


La ecuación de la circunferencia en su forma ordin; 
cuadráticos del primer miembro, se obtiene: E — 2x + A? + y? — 2ky + K? 
igualando a cero la ecuación, resulta: 


хну lx yH 20 


Al establecer las siguientes igualdades: D = —2h, E = —2k y = + К — f, se tiene: 
X руз Dx I Ey | F=0 


La expresión resultante se denomina forma general de la ecuación de la circunferencia. 


- Una circunferencia liene su centro en el punto С 2,1) y es tangente a la recta 4x — Зу — 12=0; determina su 


ecuación en las formas ordinaria y general. 
Solución 

Para que la circunferencia quede perfectamente determinada es necesario conocer su radio, el cual se calcula 
соп la fórmula de distancia de una recta a un punto, es decir: 


|Ах+Ву+С] _|4х-зу-17 |4-2)—30) 10) 
JA +E JAHE 6+9 
12 


Al sustituir los datos dados y los calculados, en la ecuación de la circunferencia de forma ordinaria, resulta: 


(х 02 +(у— 02 = 


ЖР 
rayo »-[2) 


(+2) PTEE ) Forma ordinaria de 
25 J tacircunterencia, 
‘Transformando la ecuación de la circunferencia de su forma ordinaria a la Forma general, resulta: 


529 
2? p= 
СС ет 


14444429 +1 2 


ays 2‏ 4 ر 
z й 25‏ 


25x? + 25у? +25(4x) — 25(2у) +4 25(5) —529 


2512 + 25у? + 1001 —50у + 125—529 


25 


25x? 4 25у? 100x — 50у - 404—0 } Forma general de la circunferencia, 
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Al elaborar la gráfica de los datos dados y los resultados obtenidos, resulta: 


2 es-Detesmina la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(—3,3) y B(1,4) y cuyo centro está situado 
enlarecta3x — 2y — 23 = 


Solución 
Sea el punto C(h,k) el centro de la circunferencia у que equidista de los puntos dados, es decir, la distancia del 
segmento CA es igual a la distancia del segmento CB. por lo que dea = dz; + 
Al aplicar la fórmula de distancia entre dos puntos. se tiene: 
de ROI йв = JH Yey 


JURA = (MAA 


Al elevar al cuadrado ambos miembros, resulta: 


(+37 + (k—3) = (А —1)2 40—42. 
Al desarrollar los binomios, se tiene: 
IF +6h+9+K—6k+9= 10 24144? —8k +16 
A A КЕ +8k+18—17=0 


Bh+2k+1=0 


Сото е! centro de la circunferencia está situado en la recta 3x — 2y — 23 = 0, la cual se escribe en la forma 


3h — 2k — 23 = 0; al resolver simultáneamente las ecuaciones 8H + 2k + 1 = 0 (1) y 34 — 2k — 23 = 0 (2), se 
deducen las coordenadas del centro de la circunferencia, es decir: 
81+26+1=0 D Al sustituirel valor deh, en cualquiera de lasecua- 
зл ж 23 e ciones originales, resulta: 
Пл 3H-2-23=0 
30) 2623-0 
6-2k 
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17 
21 


Las coordenadas del centro de la circunferencia son cl 


Ahora se determina el radio cuya distancia es equivalente a la de los segmentos СА y CB. es decir: 


dez = уос x4)? + e den == yF 


(243 mt ғ= er E j 

r= ве a 
qe 

i 


5 


ES 
a 


El radio de la circunferencia es r = 


La ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria es: 


(к-ну +(у—Ку = 

222) = E 
e 

carp] 2 


La ecuación de la circunferencia en su forma general es: 


ө-зу4{у+ 7] ¡529 
4 
289 629 
4x4 y 0 
Para y aa 


PEP EA 


X +y? Ax + 17y+4-85=0 
1 +уї-4х+17у—81=0 


La ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria y general, que pasa por los 
puntos A(-3,3) y B(1,4), cuyo centro está sobre la recta 3x — 2y — 23 = 0, son 


17)_629 
2. 


к—2ў +1 х2 +2 4x4 17y-81=0. 
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Al elaborar la gráfica corres- 
pondiente, se tiene: 


З es-Encuentra la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre la recta бх + 7y 


una de las rectas Зу — 4y 


Solución 


16=0yes tangente a cada 
18=0y8x 15у + 7=0 


Al elaborar las gráficas de las ecuaciones de las rectas, se tiene: 


6x1 7y-16=0 а) 3х-Ау-18—0 a 8x1 1Sy+7=0 5) 
€ с 
z= z= 
A 
16 —18 
х 
3 
X266 yr2285 x=6 


Sea C(h.k) el centro de la circunferencia 
que se ubica sobre la recta éx | Ty 
Considerando distancias dirigidas del centro 
a las rectas tangentes, reconocemos dos casos: 

Caso 1. Cuando el centro yel origen se encuen- 
tran en lados opuestos de la recta 3x — 4y 
y el centro y el origen se encuentran del mismo 


lado de la recta Bx + 15y + 7=0. 


16=0. 


= н тё. 


18-0 
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Caso 2. Cuando el centro y el origen se encuentran del mismo lado de la recta 3x — 4y 18 = 
yel centro y el origen se encuentran del mismo lado de la recta 8t + 15y +7 = 0. 


Enel caso 1 tendremos d = d; 


En el caso 2 tendremos —@', da, 0 bien, 4 = 
Caso 1: d = ~d; 
Ах + Ву+С Alx + В'у+С' 3h-4k-18_ 8A+15k 47 
мес йс ттл —4К —18) =-S(8h + 15k +7) 


CN FOS 51h —68k —306=—40h —75& —35 


3h—-4k-18 Sh+15k+7 511 —40N—68K +75k— 3064-35=0 


918-7 —271=0 


3916 {6+ +225 
эв-4К—18 _ 8h+15k+7 
5 289 


La ecuación 91A + 7k - 271 =0 representa a la hisectriz del ángulo formado por las dos rectas tangentes 
dadas. Como el centro pertenece a la recta 6x | 7y 16 = 0, la cual se escribe en la forma 64 | 7k 16=0. 
Se resuelven simultáneamente las rectas 914 + 74 — 271 = 0 (1) y 6h + 7k — 16=0 (2); se multiplica por —1 
(1), ев decir: 


—9 AR +271=0 


6h 16 
85h +255 =0 
85h =-255 
nn 
—85 
[ 
Al sustituir el valor de / en la ecuación (2), resulta: 
63) +7k-16=0 
18+74—16=0 
7002-0 Las coordenados del centro 7 h 
Ik=-2 circunferencia son cs | 


Para determinar el radio de la circunferencia, se debe recordar la expresión existente para d, y sustituir los 
valores de A y К, es decir: 
2 
3) 4 ) ud | 
7 


_ 1304—18 | 


=a- = 
уз” HD? Hie 
63+8 
# Т ц 
5 


El radio de la circunferencia es r لے‎ 
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Se aplica la ecuación de la circunferencia de forma ordinaria o de forma reducida, es decir: 


CARA 


er] 


21 


car ahv] zm 
7) 49 


Transformando a la forma general, resulta: 


Caso 2: 0 = 


Ах+ву+С _ 
AEE 
э'—4К'—18 _ 
УЗ? HOA 
3H AR 18 

PHE 


18 _ 


La ecuación /' — 13K' 


dadas. Сото el centro pertenece a la recta бх + Ty 
Al resolver simultáneamente las rectas lı 


a (1), es decir: 


2 2_121 
| 13 — 
Ж a 
4 4 11 
ett 
PAD AA 
1ے + ورم رھ‎ — 
7 49 49 
م ےو وتر قر‎ 
Y 49 
4917 +492 —294х + 28y +41-117 _ 
49 


491 +49y? 29414 28y +324=0 


Ax+ BHC 
JA +В 
SHA ASK 47 


ув 052 


4K 


8 _ BH A ISK 47 


5 17 
үза! — 47 —18)=5(®л/ + 15K +7) 


311 —68k'—306= 40h + 15K +35 


1h’ — 40%! — 68k! —75k' —306—35=0 


SH —15К'+7 


64 +255 
В —15К'+7 
29 


TIW —143k'341=0 
0 13k' 310 


31 = 0, representa a la bisectriz del ángulo formado por las dos rectas tangentes 


134 31 


(1) y h+ TK 


261 + TSK +186 
Sf + TK 


85# +170 
85K 
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Al sustituir el valor de 2 еп (2), resulta: 


W +7(-2) - 16=0 
90 14-16=0 


6h' - 30-0 
30 

6 

к=$ 


Las coordenados del centro de la 
circunferencia son С'(5, 2). 


Para determinar el radio de la circunferencia, se debe recordar la expresión existente para d', y sustituir los 
valores de # y k', es decir: 


а کے‎ 1з) —4(—2)—18 _l15+8—18 
JOEY 9116 25 


El radio de la circunferencia ев г — 1. 


Al aplicar la ecuación de la circunferencia de forma ordinaria о de forma reducida, resulta: 
ву к= 
SP 2р =) 


(х 57 + (у – 22 = 1 


Transformando а la forma general, resulta: 


(SF + O 4 2 
10х + 25 +у°+4у+4%=1 
10r + 4у + 25 4-1 =0 
ду 1054 4y428=0 


Las ecuaciones de la circunferencia cuyo centro está sobre la recta 6x + 7y — 16=0 y es tangente a cada 
21 
49 


у(х — 5)? + (у + 2? = 1; en su forma general: 4922 + 49y? — 294г + 28y + 324 = 0 y 


una de las rectas 3x — 4y — 18=0y 8r 4 15у+ 7=0. sonen su forma orina: (+3 +(y-+ 


дру — 10x + 4у 128 = 0. 
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Al elaborar la gráfica, se tiene: 


Ejercicio 17 


Escribe los números 
correspondientes 


Dotormina la ecuación de la circunforoncia con centro on ol origen y cuyo radio se indica a continuación; 


а r=6 b r= 9 5 d = а r= 


construye la gráfica correspondiente. 


3 5 
Determina la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria y transforma a su forma general, para 
los centros y radios dados a continuación; construye la gráfica correspondiente. 


1. С42)уг=3 4 CODyr=4 
2. C(-1,-3)y г=ү7 5. (5,0) yr=10 
3. 6 С зут=т 


Los extremos de un diâmetro de una circunferencia son los puntos que a continuación se Indican; deter- 
тіпа la ecuación de la curva en su forma ordinaria y general; traza la gráfica correspondiente. 


L AC 7.0) y BOA) 4 А, буй 13) 
2. Al-1,3) y B74) 5. A(5,-2) y B02) 
3. Аб, 2уу B(-4,5) 6 A2,-4) y B02) 


Determina la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria y general cuyo centro es cada uno de 
los siguientes puntos dados y que pasa por el punto indicado; traza la gráfica correspondiente. 


1. C(— 6,7) y pasa por A(2,2) 4. C(4,2) y pasa por A(-3,-4) 
23 17 51 
2. 2.-4) АСЫ o AL 
CORED | 7 Jy psa per G J 

3. C(-34) y pasa por A(2,-5) 6. C(-12,5) y pasa por A(0.0) 


Dada la ecuación de la circunferencia, determina la ecuación de la tangente a dicha curva en el punto 
indicado; traza la gráfica correspondiente. 


1. (3) ++] = Pene puno a.) 
2. (1-47 + (у — 12 = 10, en el punto A(34) 
(к -17 + (y + 37 = 25, en el punto A(4,1) 
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(4124 +57 


169, en el punto А(0,0) 


«ооу +3) 26,cnei punto (а) 


М. Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria tus resultados. 


1. Determina la ecuación de la circunferencia cuyo centro es С\З, 6) y que es tangente al eje y. 


2 


. La ecuación de una circunferencia ез (х 2)? | (y 1 3)? = 16; demuestra que el punto A(4, 2) es 
interior a la circunferencia у que el punto 8(7, ~5) es exterior. 
Determina la ecuación de la circunferencia que es tangente a la recta x=7 cuyo centro es C( 2,5). 
. Encuentra la ecuación de la circunferencia de radio 7 y cuyo centro es el punto de intersección de las 
rectas Зх — 2y - 24=0y2x +y +9=0. 
Determina la ecuación de la mediatriz de la cuerdax — Ty + 25 = 0 que pertenece a la circunferencia 
3? + у? = 25; demuestra que pasa por el centro de la circunferencia, 


Determina la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre el eje x y que pasa por los puntos 
AQ) y B(68). 

Determina la ecuación de la circunferencia de radio 5, cuyo centro es el punto de intersección de las 
rectas 2r + Зу — 12 = O y 4x + 3y -6=0. 

Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(—2,1) y cuyo centro es el punto de 
intersección de las rectas 3x — 2y — 6 = O y 2x + Зу —17=0. 


Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A( —4, З) y B(5,10), cuyo centro está 
sobre larecta 3x 4+ y - 5=0. 


. Una cuerda de la circunferencia x? + y? 
determina la longitud de la cuerda. 


9 está sobre la recta cuya ecuación es 4x + Зу 


. La ecuación de una circunferencia esa? + у? = 36; el punto medio de una cuerda de esta circunferencia 


esel punto A |; determina la ecuación de la cuerda. 


. La ecuación de una circunferencia es (х + 2) + (y — 3)? = 5; determina la ecuación de la tangente 
a la circunferencia que pasa por el punto A(3, 
Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(7, 5) y es tangente a la recta 
2x — 2y -8=0enel punto BG, 0), 


14. Determina la ecuación de la circunferencia de radio 13. que pasa por el punto A(0.0) y la ordenada de 


19. 


su centro sea —5. 

Determina la ecuación de la circunferencia con centro en el punto С] 4.2) y que sea tangente a la recta 

3x+4y -16=0. 

.. Determina la ecuación de la circunferencia con centro en el punto C(3,4) y que sea tangente a la recta 
Эх+у-3=0. 

. Determina la ecuación de la circunferencia de radio 5 que sea tangente a la recta 4x 4 Зу -7=0en 
el punto A(-2,5) 

. Determina la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas 3л + y — 

que tenga su centro en la recta 7х + 12y — 32 = 0. 

Determina la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas 2x + y - 7=0yx — 2y +4 — 0 que 

pasa por el punto А(4,—1). 


Oyx-—3y+9=0y 


20. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(3,6) y B(2.3) y sea tangente a la 


recta dx + y=2 
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21. Determina la ecuación de la circunferencia de centro en el origen y que sea tangente a la recta 
Br- 15у 12=0, 

22. Determina la ecuación de la circunferencia que es tangente a la recta4x — зу — 2 = O en el punto 
A(-1,-2) que pasa por el punto B(6, 1). 

23. Una circunferencia tiene su centro en el punto C(O, 2) y es tangente a la recta Sx — 12y + 2 
determina su ecuación. 

24. Determina la ecuación de la circunferencia con centro en el punto C(- 1,3) y que es tangente a la 
recta que pasa por los puntos P(2,1) y O(-2.4). 

25. Determina la ecuación de la circunferencia cuyo centro se ubica sobre el eje ху que pasa por los puntos 
A(S) y B(-2,3). 

Vil. Determina las ecuaciones de las circunferencias circunscrita e inscrita al triángulo cuyos vértices se 
dan a continuación: 


1. А(53), B20) y CO.) з. A4,-2),B(-5.1) y C23) 
2. (1022), В.9)уС( 2. 0 4. ABS), 8-4,2) y C(-113) 

Мі. Determina la ecuación de la circunferencia circunscrita e inscrita al triángulo cuyas ecuaciones de sus 
lados son: 
L ох+2у-5=0,2х+у-7=0 y х-у+1= 


2. х-у-1=0,9х+2у+13=0у 3х+8у—47=0 
3. х-у-9=0,5с+у+9=0 y х+2у-18=0 
4 х-у+3=0,5с+у-27=0 y х+2у=0 

5. х+у-7=0,х+5у-3=0 y х-у+3=0 
6. 4х-3у 


ІХ: Los vértices де untriángulo son A(O,—1), al?.-2) y C(0,5); determina: 


1. La ecuación de la circunferencia cuyo centro es el vértice A y que es tangente al lado ВС. 
2. Та ecuación de la circunferencia circunscrita e inscrita al triángulo dado, 
3. La ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados del triángulo dado. 
4. Demuestra que la circunferencia anterior pasa por los pies de las alturas del triángulo dado. 

x. Determina el perímetro y el área para los círculos cuyas ecuaciones son las que se indican; traza la 
gráfica correspondiente. 


1. (с-з + SP 49 E 
2. (0-35) (у +72 =S 4 2 


© Verifica tus resultados on la sección de respuestas correspondionto.. « «ss + + + + + + 


Discusión acerca de si una ecuación de la forma х2 + y? + Dx + Ey + F=0 
representa o no una circunferencia; en caso afirmativo, determinación de su 
centro y su radio 


Al desarrollar la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria (x — Л)? + (y — K)? 
ecuación de la circunferencia en su forma general, que puede escribirse como: 


se obtiene la 


X + у? Dx + Ey + F = O (ecuación cuadrática) 
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Ahora el problema que se presenta es investigar si la representación gráfica de la ecuación 
3 4 Y + Dx + Ey + F =0 es siempre una circunferencia. 


Para dar una respuesta satisfactoria a la pregunta, es necesario transformar la ecuación cuadrática de la cir- 
cunferencia a la forma ordinaria, por medio del método de completar binomios al cuadrado, es decir: 


кух Ey A F=0 
Al ordenar los términos, se tiene: 

( + рх) + OF + Бу, 
Para completar el trinomio de cuadrado perfecto, le falta un término a las expresiones ( + Dx) y (y + Ey); tal 


de 


término es el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y y, respectivamente, es decir: e 


los cuales se suman a ambos miembros de la ecuación 


2 р 
I 
(e+ + 


Al factorizar, resulta: 


eg 


Comparándola con la ecuación de la circunferenciaen su forma ordinaria. se encuentran las siguientes equi- 


D?4E2-AF D E 


valencias: A s concluyendo que las coordenadas del centro son: C |37 


y la longitud del radio esr = 


Existen tres criterios posibles por considerar. 


con radio igual a 


а) Si D* + E*—4F >0, la circunferencia es real y tiene por centro а | 2 


2058) 


b) яр + 


4F = 0, la circunferencia es un solo punto (radio 0) de coordenadas 


© SiD 


АЕ <0, la circunferencia es imaginaria; es decir, no representa ningún lugar geométrico. 


Por lo anterior, se hace notar que depende del signo de la expresión D? + Е? —4F сп la ecuación obtenida, 
el que una ecuación cuadrática de la Torma х2 + 1% + Dx + Ey + F = 0 represente gráficamente о no una cir- 
cunferencia, 


Reduce las ecuaciones siguientes а la forma ordinaria de la ecuación de la circunferencia; si la ecuación dada 
representa una circunferencia, determina su centro y su radio. 


а) 8? + 8y — 79x — 32у +95 =0 
b) F +y- Gr + 2y + 10 =0 
с) WHIP — 4 +2 + 6=0 


201 


3 Unoa 


GEOMETRA ANAIICA. 


Solución 
a) Sila ecuación 812 + Ву? — 79x — 32у + 95 = 0 se divide entre 8, resulta: 


se 8y Dr 32y, 95 
8 8 8 8 8 


Al ordenar los términos: 


| 


Para completar los cuadrados, se suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de 
1а mitad del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuación: 


or 4) 


my mf 
э, | ан aj- $ y 95 
8 2 Ж 4 2. 8 
2 6241 95 
ау _4у+4у— -5 
f T 5*0 pey 8 
Al factorizar se tiene: 
( тү 6 241 +1 024 - 3 040 
ИЕТ ER ا‎ 
Е 256 
2 E Ecuación ordinaria de la circunfemcia. 
4295 m А Р 
2 > 0, la ecuación Вх? + 8y? — 79x — 32у + 95 = 0 es una circunferencia real, 
cuyo sento os [7 2)y sumar E. 
16 16 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y 


>x 


b) Al ordenar los términos de la ecuación Y + y? — 6x + 2y + 10 = 0, se tiene: 


(2-60 +O? + 20 = —10 
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Para completar los cuadrados, se suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de 
la mitad del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuaciós 
E узу 
үрө 
2 


бү 
EN 
2 
а 6r+9) + (742) +1)=94 1-10 
Al factorizar se tiene: 


Ecuación en la forma ordinaria 


2 $ 
340 HIPO dela circunferencia. 


Como г? = 0, laccuación 2? | у? 6x1 2y 4 10=0 
representa un solo punto de coordenadas CG, — 1). 


y 


€) Sila ecuación 3л? + Зу? — 4x + 2y + б = 0, se divide entre 3, se tiene: 


зу? 


Para completar los cuadrados, sumamos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado 
de la mitad del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuación: 


2 
++ 


(e Ж. не), [a ¿Es y 
Ра. = 16, Y 
з" 3736) 36 36 


Al factorizar se tiene: 


КЁ 


н] 268-2 
$ 36 
13: 


Comor? =— <0, la ecuación 3° + 3y? — 4x + 2y + 6= 0 


no representa ningún lugar geométrico real. 
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2 es-Delenminael área y el perímetro de la circunferencia cuya ecuación es: 
92 | 9у2 1 72х 12y + 103=0 
Solución 


Sila ecuación 9x? 4 9y? + 72x — 12y + 103=0 se divide entre 9, se tiene: 


9 Tx 12y 103 


$ DA 
رک پو تر + تہ‎ О 
ro 309 


Al compararla con la ecuación general, se tiene: 


y+ Dr+EY+F =0 
Sea D=8, por lo que, D? = 64 


‚ por lo que, 4F = 


Si el radio de la circunferencia se determina por la ecuación: 


14 Гр? + Е? —4F, resulta: 


_1 ka E L fa 
2 9 9 2 9 


1 1 1 
OS 


El área del círculo se determina por la fórmula A = т 7?, al sustituir los datos, se tiene: 
Amar? 


141615 )/ =(3.1416X5) 
15.708 unidades de superficie. 


A 
El perímetro de la circunferencia se determina por la fórmula Р = 2т г; al sustituir los datos, resulta: 
P=2wr 
P=2(3.1416)(45) 
P — 14.050 unidades de longitud. 
Otro método de solución. consiste en reducir la ecuación dada de la circunferencia en su forma general a 
su forma ordinaria, determinando el radio de la curva, el cual se sustituye en las respectivas fórmulas del área 


y longitud de la circunferencia, 
Si ordenamos los términos de la ecuación dada, se tiene: 


103 4 2 
103 ور رر 
ЕД‏ 3 
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Al completar los cuadrados: 


ar г 

E Ê 

Р 2 
4368-18 
3 3% 36 9 

2 

4 103 
70-3) 8 
6 33 


Ecuación de la circunferencia 
en su forma ordinaria. 


2 
El centro de la circunferencia.es ei] y su radio ев r=, al sustituir el valor del radio en las fórmulas 


para el área y el perímetro de la circunferencia, se tiene: 


А= т? P=2ar 
A=. 1416(3] P=2(3.1416)(45) 
Unidades P=14.050 } Unidades de longitud 


A=15708 } ds pais 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 


A= 15.708 
L= 14.050 


Esegcicio 18 
1. Reduce las ecuaciones siguientes a la forma ordinaria. Si la ecuación dada representa una circunferencia, 


encuentra su centro y su radio y traza su gráfica correspondiente. 


: LPI Rx 4y14=0 6. #1 yt 4 4e 1 10y 1 29—0 
3F 4 3P BB y 31=0 7. 13 4 13у: 4 125x — 64у + 403 =0 

3. IT Mx 48у | 103—0 В. SPI Sy 32 Ву 34—0 
Ару 8x4 6y+29=0 9. 36¥ 4 36у: 4 48x — 108y + 97 =0 


5. # + y? — 2x 20y + 105 10, 4F + 4y? 4 24х — 24y 1 576=0 
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Determina el área y el perímetro para cada una de las circunferencias dadas en el problema anterior. 
. En los siguientes pares de circunferencias, demuestra que son concéntricas. 

L +y +2- Ву 13 =0у5л + 5у — 101 — 40y +5=0 

2. 9 +у — 8F — бу + 16 = Oy 3F + Зу? — 241 — 18у +27 =0 

3. 2° + 2y — бу} 10y +7=0y88 + 8у2— 24x + 40у – 30=0 


IV. Resuelve los siguientes problemas. 


1. La ecuación de una circunferencia es 4x? + 4у2 — 16x + 12y + 13=0; determina la ecuación de la 
circunferencia concéntrica de la tangente a la recta 3x — 4y + 18 


Determina la ecuación de la tangente a la circunferencia 2° + y? + 2F — 2y > 
A(2,-3). 

3. Demuestra que la circunferencia x? + y? | 4x | 6y 23 = 
tangentes entre sí. 


Oen el punto 


ул? } у! 8x- 10у | 25 =0, вол 


4. Опа circunferencia de radio T3 es tangente а la circunferencia Y +y? — 47 + 2y – 47 = 0 en el 
punto A(6,5); determina su ecuación. 


5. Determina el valor de la constante k para que la recta 2r + 3y + k=0 sea tangente a la circunferencia 
у 1 6r + 4y =0. 


5. Determina el valor de К para que la ecuación x? + у? — &x + 10y + k = О represente una circunferencia 
de radio 7. 


7. Determina la ecuación de la circunferencia tangente a la recta Зх 4у | 17 = 0 y que sea concéntrica 
ala circunferencia Y + Y 4с бу 11 =0. 


Di A aia 


Determinación de la ecuación de la circunferencia 
a partir de tres condiciones dadas 


Circunferencias que satisfacen tres condiciones 


La ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria (x — h)? + (у — K)? 
pendientes A, k y г; de la misma manera, la ecuación en su forma general х? | y? | Dr | Ey | F= 0, depende 
de tres constantes independientes D, E y F. Esto sugiere que la ecuación de la circunferencia en cualquiera de 
sus formas se obtiene a partir de tres condiciones independientes que relacionen las tres constantes involucradas 
en cada caso. 

Puede demostrarse que tres condiciones gráficas independientes, relacionadas con el trazo de la circunferencia, 
son suficientes para que la circunferencia quede perfectamente determinada, 

Las tres condiciones que podrían determinar la ecuación de una circunferencia son: 


12 contiene tres constantes inde- 


a) Tres puntos. 
b) Dos puntos y una recta. 
с) Un punto y dos rectas. 
d) Tres rectas. 


Dependiendo de las condiciones dadas, el aplicar una forma de las ecuaciones de la circunferencia puede 
ser más conveniente que la otra. 
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EJEMPLOS А 
3 ‘Determina la ecuación, centro y radio de la circunferencia que pasa por los tres puntos A(-2.2), ВЛ) y 
E CU. 6). 
Solución 


Como los tres puntos dados están sobre la circunferencia, sus coordenadas deben satisfacer la ecuación general 
х зу + Dx + Ey 4 F = 0, donde las constantes D, E y F deben ser determinadas. 
Соп base en lo anterior, se tienen las tres ecuaciones siguientes correspondientes a los puntos dados. 


Al sustituir el punto А(—2.2) en la ecuación general, resulta: 
DAY AD Ey + F=0 
(2F + OP + D(-2) + EO) 4 F=0 
4+4—20+2Е+Е=0 
2D +2Е+Е=—8 (1) 
Al sustituir el punto B(4,1) en la ecuación general, resulta: 
X +y + Dat Ey + F=0 
GP кау DOD 1 ED I F =0 
164 144D+E+F=0 
4D+E4F=-17 (2) 
Al sustituir el punto C(1, 6) en la ecuación general, resulta: 
+ у? + DX 4 Ey 4 F=0 
(1P + (-6F 4D) + E(-6) + F=0 
113610 6E F=0 
D-6E+F=-37 (3) 
Si la ecuación (1) se multiplica por 2. resulta: 
4D + 4E 1 2F=-16 


Al resolver simultáncamente con la ecuación (2). resulta: 


AD +4 E+2F=—16 
17 


Sila ecuación (3) se multiplica por 2, resulta: 


2D —12Е+2Е 


Al resolver simultáneamente con la ecuación (1), resulta: 


AD +2Е+Р— 8 
МЇ -1E +2F=-4 
—10E+3F=-82 (5) 
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Si la ecuación (4) se multiplica por — 1, resulta: 
SE — 3F=33 
Al resolver simultáneamente con la ecuación (5), se tiene: 
—SE-—3F 33 


—10£ + 3F =-82 


—4 99542 646+2 220 

135 

43 

45 

Al sustituir los valores de las constantes D, E y F en la ecuación general de la circunferencia, resulta: 


4 y HDI HEY + F=0 
49, 80 
9 


4512 +45y —43x 4 147y—740=0 } co ЕН 
de la circunferencia. 
Transformando la ecuación general de la circunferencia a su forma ordinaria, y al dividir toda la ecuación 
ошге 45, resulta: 


45x? 4 45y! —43х +147у — 740 
45 
3 
گرم‎ 
б 45 45 45 


(ee 


0 
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Para completar los cuadrados, se suman el cuadrado de la mitad del 
del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuaci 


coeficiente de x y el cuadrado de la mitad 


мтр ү мтр 
PEAN EA 11145) |45 | 740 
45 2 2 2) 45 
147 21609] 1849 21609 710 
y+ = + 
8100) 810 8100 45 
y _ TR 329 | Ecuación ordinaria 
4 050 de la circunferencia. 
3 
Las coordenadas del coniro de la circunferencia son C[, 9) suradioesr= |78 329. 
90' 30, 4 050 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Уф 


AID 


са,—в). 


2 өз. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto А(6.1) y es tangente a cada una de las rectas 


3y 16=0. 


12x | Sy оу 


Solución 
Al elaborar la gráfica de los datos dados, se liene: 
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Considerando el punto СІ.) como el centro de la circunferencia que es equidistante а las rectas tangentes 
de la curva, se deben considerar las distancias dirigidas d, = dı, es decir: 


1245k 
13 
502A+5k 13(4h—3k +6) 
Nro аэ 60h +25k—10 — 524 —39k +78 
12h+5k-2 _4h—3k+6 60h—52h+25k +39k—10-718=0 


144+25  Jl6+9 8h+64k—88=0 
120+5k-2 _4һ—3К+6 һ+8К—1 о (1) 
169 45 


Seal radio la distancia del centro de la circunferencia C(h,k) a cualquiera de las rectas tangentes, es decir: 


Ах+Ву+С _12г+5у—2 _12%+5&—2 12h-Sk-2  12h+5k-2 
Hate агу + or 144 25 169 13 


d= 


Como la circunferencia pasa por el punto A(6,1), al aplicar la ecuación de la curva en su forma ordinaria, 
se tiene: 


(х-л? + (yA) 


(6л? +01 = 


1441? + 2562 +4 + 12010 — 48h — 20k 
169 


36 IM А01 2 


1690P + K — 12h — 2k + 37) = 1440 + 25% — 48h — 20k + 1201k + 4 
16902 + 169K? — 2.028 — 338K 4 6 253 = 1444? + 2582 — 48h — 20k + 120hk + 4 
1694? 14482 1 169/2 252 2028h | 48h 338k | 20k 1204k | 6253 4—0 
25/2 + 144K? — 1980h — 318k — 120hk 4 6249=0 (2) 
Si la ecuación (1) se despeja respecto a Л, se tiene: 


| hI 8k-11=0 


Al sustituir el valor de A en la ecuación (2), resulta: 
25h? + MAK? — 1980h — 318k — 120hk + 6249 =0 
25(11 — BE + 144 — 1980 (11 — 8K) — 318k — 120K(11 — 8K) + 6249=0 
25(121 — 176k + 64") + 1440 — 21 780 + 15 840k — 318k — 1 320K + 960£ + 6249 = 0 
3025 — 4 400k + 160002 + 1442 — 21 780 4 15 840k — 318K — 1 320k + 960K + 6249=0 
27044 + 9 802k — 12506=0 


13522 + 4 901k — 6253=0 


210 


UnipaD З 


las cónicos 


Al resolver la fórmula general, resulta: 


y PEV Aae 
2a 
q Z4 901 + (4 901) — A 3526 253) _ —4 901 + V24 019 801 F33 816 224 
21 352) 2704 
6249014 457816 025 _ 490117 605 
2704 2704 
02490117605 27м) p, 49017605 _-12506_ 37 


2704 204 эю 24 в 


Se sustituyen los valores encontrados de ken la ecuación (1), es decir: 


Para k=1 
h+8k—11=0 h+8k-11=0 
h480)-11=0 37 

h+8-11=0 mz Г! 
h-3=0 h-37-11=0 
h=3 1-48 


Las coordenadas de los centros de las circunferencias son C(3,1) y C'|48,- 


El radio de la circunferencia con centro CG, 1), es: 


,_ 1215-2 _12%)+50-2_36+5-2_3_ 
св B P 


El radio de la circunferencia con centro С' 


120943 -7)-2 576— ms 
8 РЕ Р ` 


12h +5k 
r= 
13 13 


La ecuación de la circunferencia con centro C(3,1) y radio r = 3, es: 


«о? (у A 2 бъ9 ву - 25 +1=9 
(к= 3) (у IPB д2 + бк – 2у+10-9=0 
( зуу 1зў—9 } Forma ordinaria. ey бх 2y 410 } Forma general. 
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37 1369 114921 
—96х +23 04у у 
x + PPr 
х2 ру? вх 37у 42 3044 1369 nen 
а) С 


64x? +64у? —6 144x + 592у +33 904—0 


4x? 44y? -384k +37y +2 119=0 } Forma general. 


0 


Las ecuaciones de las circunferencias que pasan por el punto A(6,1) y son tangentes a las rectas 
x +Sy-2=0 y 4 3у4+6=0, ок:у? Бу br 24 1=0 y 
4 + 4? — 384 + 37y 42 1190, 


Al elaborar la gráfica correspondiente se tiene: 


Ejercicio 19 
L Determina la ecuación, centro y radio de la circunferencia que pasa por los tres puntos siguientes: 
1. A54, B(-2,3) y Ci-4,1) 6. K6.6).L(1,-4)y М(— 1.3) 
A 2. л 75. вооус 28) 7. P(1.-1), 0(53) у КС 3,5) 
М 3. P(13), ООЛ) у R(-1.-3) В. A(6.2), B(8,0) y CIO. -4) 
4. P(-3,-4), Q(-7,-1) y R(0,0) 9. R(5,3), S(6, 2) y TI3,-1) 
5. KE-22). L(4.—1) y M64) 10. AB.-2). B(7.1) y С(6.2) 


Il. Resuelve los siguientes problemas. 


sobre la recta 2х — бу - 22 =0. 


2 


rectax + 2y 13 


x+2y-3= 


en el punto В(1.1). 


a cada una de las rectas 41 + 3y — 3= 


у 5х 12y+5=0, 
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5. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(7.3) y В(02) y tiene un radio de 
5 unidades. 

6. Determina la ecuación de la circunferencia que es tangente a la recta 2r + y + 10=0 y pasa porel 
origen y por el punto A(—1.—3). 

7. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto AG.2) y es tangente a la recta 
x + 2y — 4 = 0 en el punto B(6,—1). 

8. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(6,—1) y es tangente a la recta 
x 3y 2= Oen el punto BC 1, 1). 


(E айына la sición de E аы 


Determinación de los diferentes casos de relación entre la circunferencia 
y la recta 


Definición de tangente a una curva 


Se reconoce la tangente auna circunferencia como aquella recta que tiene un solo punto en común con la curva, 
pero existen curvas para las cuales este criterio no es suficiente, ya que la recta tangente a una curva, en un punto 
dado de la misma, puede tocarla en otros puntos. 

Sea la ecuación de una curva plana cualquiera f(x,y) = 0. Sean Р(х,у), Р(х,у) dos puntos distintos de 
la curva, de tal manera que, P, se puede aproximar continuamente a P, el cual permanece fijo (Figura 3.10). 


Figura 3.10 


Una recta 5, que pasa por los puntos Р, y Р, de una curva dada, es una secante a la curva que se mueve соп 
Pa. Cuando P, se aproxima а P. por cualquiera de los dos lados. la secante se aproxima a la recta tangente. De 
csta manera puede definirse a la recta tangente a una curva en el punto P,, como la recta secante límite cuando 
un segundo punto Р, se aproxima a Ру sobre la curva. Al punto P; se le llama punto de tangencia. La pendiente 
de la curva f(x,y) =0 en Pi es la pendiente de la recta tangente en ese punto. Debe notarse que sí en P, la curva 
tiene un “pico”, la recta tangente en ese punto no existe, porque las rectas límites difieren dependiendo del 
lado por donde se acerque P, a Р, 
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Ecuación de la tangente a una curva dada, en un punto particular de la misma 


Se puede determinar la ecuación de la recta tangente a una curva, conociendo el punto donde hace contacto con 
la curva y su pendiente. Сото el punto de contacto P(x,y) es dado de antemano, debe calcularse la pendiente 


еп езе punto, la cual es el valor límite de la pendiente de la secante P;P,, cuando P, se aproxima a Py. 


La pendiente de la secante es 


EX, 


por ello, la pendiente de la tangente es 
»—% 


т= lim 
LK 


siempre que el límite exista, es decir, si en P; la curva по tiene un pico, 


En nuestro caso, trabajaremos con curvas que son representadas por expresiones analíticas de segundo grado, 
por lo que no ser necesario calcular en forma explícita el límite anterior. Como la recta secante pasa porel punto 
dado Руху) y tiene pendiente m, su ecuación es у = m(x — т) + у: por otro lado, la curva se representa por 
la ecuación cuadrática fry) = 0; así, los puntos donde la secante corta a la curva serán solución de la ecuación 
mx — xı) + Yı) = 0, que se obtiene sustituyendo у = лих ху) у en fix) = 0. Dicha ecuación será de 
segundo grado en la variable х, de la forma ax? + bx + с = 0, con а = 0. Dependiendo del signo que tenga cl 
discriminante de dicha ecuación, D = б? — 4ac, reconoceremos alguna de tres situaciones, a saber: 


D-0 D<0 


dos soluciones reales iguales 


з ninguna solución real 
(o una solución real) 


Como el discriminante D depende del valor de т, resolviendo la ecuación D — 0, obtendremos el valor de 
т para el cual la recta toca a la curva en un solo punto, es decir, obtendremos la pendiente de la recta tangente a 
la curva en el punto dado. Al aplicar este procedimiento se dice que se está “anulando el discriminante”. 


Figura 3.11 
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Si P,(x,.y) es un punto cualquiera de la curva f (x.y) = 0 y € es la recta tangente a la curva en dicho punto, 
cuya pendiente es m, de la ecuación punto-pendiente se obtiene la ecuación de la recta tangente: 


y-y =m (x — FD 
La recta €, que pasa por Р, y es perpendicular a la recta tangente es la recta normal а la curva en el punto 


P, y liene por ecuación: 


Longitudes de tangente, normal, subtangente y subnormal 


Como se observa en la Figura 3.11, el punto Tes la intersección de la recta tangente con el eje x, el punto Nes 
la intersección de la recta normal соп el eje x y el punto О se encuentra sobre el eje x, justo abajo del punto de 
tangencia, por lo que la longitud del segmento Р,О es y, la ordenada de P,. A partir de estos puntos, se hacen 
las siguientes definiciones 


а) La longitud de la tangente es la longitud del segmento ТА. 

b) La longitud de la subtangente es la longitud del segmento ТО sobre el eje x. 
с) La longitud de la normal es la longitud del segmento NA, 

d) La longitud de la subnormal es la longitud del segmento ON sobre el eje x. 


Eneltriángulo TP, О, sea la hipotenusa (ТР) la longitud de la tangente, por el teorema de Pitágoras, resulta: 


Longitud de la tangente (ТР) = (TOY + (RQ) 


Sitan6=42 m 
то 
то PS. si ло = зене 
т 


то } Longitud de la subtangente, 


Al sustituir ТО = 


TR= 
TR= 
ro- UI 


m? 


Enel triángulo QP, N, sea la hipotenusa (РМ) la longitud de la normal, porel teorema de Pitágoras, resulta: 
Longitud de la normal (P, N) = (ОМ)? + (RQ) 


Я ом 
Sitan == = т 
PO 


n (PQ); si PO 
пу. } Longitud de la subnormal. 


se tiene: 


QN= 
QN= 
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Al sustituir ОМ = my, y Р.О = у, en la ecuación de la longitud de la normal, resulta: 
AN = (ON +(RQY 
ag. A 
NT = ym y? syy (m? +1) 


AN = ym? +1 } Longitud de la normal. 


Debemos notar que las longitudes de la subtangente y la subnormal tienen signo, mientras que las longitudes 
de la tangente y la normal son siempre positivas. Las primeras serán positivas si m y y, tienen el mismo signo, 
y negativas cuando т y y, tienen signos contrarios. Lo anterior es equivalente a decir que la subtangente y la 
subnormal son positivas cuando T < Q < N y negativas cuando T > О > М. Por ejemplo, en la Figura 3.11 ambas 
son positivas porque T < О < N (notamos que m y y, son positivas). 


5 


Figura 3.12 


El ángulo entre dos curvas cuando se cruzan en un punto P se define como el ángulo entre sus rectas tangentes 
enese punto, por lo tanto puedea formar dos ángulos que son suplementarios (Figura 3.12). 


Si las rectas tangentes tienen pendientes m y m', los ángulos suplementarios entre las curvas satisfacen 
la relación 


tan=+2 donde mm = 1. 


1mm 


Cuando лит = 1, se tiene que ambos ángulos son rectos y se establece que las curvas dadas son ortogo- 
nales entre sí. 


Tangente a una circunferencia 


En ejercicios anteriores, la determinación de la ecuación de la tangente se obtuvo aplicando el principio que 
establece que la tangente a una circunferencia es la perpendicular al radio trazado al punto de tangencia. 


Ahora, se anulará el discriminante D =b? — Зас que se obtiene de una ecuación cuadrática de la forma 
ax? + bx + С = 0, que surge al combinar las ecuaciones de una recta y una circunferencia. 


Cuando se conoce uno de dichos datos, el otro se determinará a partir de las condiciones dadas en el problema. 
Por lo anterior, consideremos los siguientes casos: 


1. Se conoce el punto de tangencia 
2. Se conoce la pendiente de la recta tangente 
3. Latangente pasa por un punto exterior dado 
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El método de solución para cada uno de los casos es muy semejante: En cada uno se presenta una condición 
que define una familia de rectas, dependiendo de un parámetro, y se determina dicho parámetro anulando el discri- 
minante de la ecuación cuadrática que resulta al combinar la ecuación de la circunferencia con la familia de rec 


Se conoce el punto de tangencia Se conoce la pendiente Pasa por un punto exterior dado 


Sólo un miembro de la familia 
anula el discriminante 


Dos miembros de la familia anulan | Dos miembros de la familia anulan 
el discriminante el discriminante 


EJEMPLOS . 


5 
E 
E 


39 


Determina la ecuación de la tangente a la circunferencia 


2 +у1+2х-2у en el punto A(4.5). 


Solución 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la familia de rectas que pasan por 
cl punto dado A(4,5) es: 


Donde, т representa la pendiente de la recta tangente por determinar; al despejar respecio a y, se tiene: 


у-5=тх—4) 


y-5=mx—4m у=тх-4т+}5 
Al sustituir el valor de y en la ecuación de la circunferencia, resulta: 


Esta última ecuación tiene en la forma ax? + 


фу + 2х 2у – 39= 
х? +} (тх — Ат + 5) + 2x — 2 (mx — 4m + 5) – 39 
AMEX 4 16т? + 25 — 8т?х + 10тх — 40m + 2х — 2mx Sm 10 - 39=0 
А2 f т Вийх | Вад 1 2х 1 16m? — 32m 24 
(1 + mèyè — (BF — 8m — 2)x 4 (16né — 32m — 24)=0 


bx + C=0, la condición de tangencia pide que se anule el 


discriminante, es decir, se impone Б? — 4ac=0: 


1—(8л? — Вт — 2)P 4 (1 + т) (160 

PAm + бїт? +4— Ј26 т? – 32n? +32m — Бїт? +128m+96— $4m* + 28m  496n1 
64m? + 160m + 100 = 0 
(Bm + 10) (Sm + 10) = 0 


32m — 24)=0 


Sm +10=0 
%т = 
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Sólo un miembro de la familia de rectas que pasan por el punto A(0,5) anula el discriminante, se ecuación es: 


у—5=т(х—4) 


3х+4у-40=0 


Zas 


La ecuación de la tangente a la circunferencia 
220132 | 2х 2у 39 = 0 en cl punto A(4,5) es Sx | Ау 400. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
y 


«Determina la ecuación de la recta tangente trazada del punto A(11,4) a la circunferencia? + ¥ — 8x — 6y=0. 


Solución 
Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la familia de rectas que pasan por 


el punto dado A(11,4), es: 
у-уу =т=) 
y-4=ma- 11) 
m representa la pendiente de la recta tangente por determinar; despejando respecto a y se tiene: 


y-4=m 1) 


y-4=mx- Пт y=mx Um t4 


Al sustituir el valor de y en la ecuación de la circunferencia, resulta: 
ر + ر‎ - 8 - 6у=0 

X 4 (mr — Пт 4F — Sr — 6 (mx — lim +4] 

дз т?л? A 121P + 16 — 22 + Ema — 88т — BX — 6mx + 66m — 24 = 0 

22 4 î — 22лёх + 2тх — 8e + 121m? — 22m — 8 =0 

(1 + mp? — (22m — 2m + В) + (121m? — 22m 8) 
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Esta última ecuación tiene la forma ax? | bx | C = 0, para obtener las pendientes de las rectas tangentes 
se impone ¿° 4ас 


A A 8)=0 


АЗАТ + Алт +64— 881 — 352m? —32т — А8Ат? +88m432— АЗАЙТ + BRI +32m1 
96m” + 56т + 96=0 
12m + 7т + 12=0 


Al multiplicar por — 1, se tiene: 
12m? -7m -12=0 
Al factorizar: 
(4m + 33m – 4) =0 


Las ecuaciones de las rectas tangentes son: 


Para m = 3. 
A 
y-4=m(x-11) 
Ги 10-10 
3х +4у—49=0 


Al elaborar la gráfica correspondinte, se tiene: 


y 


Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto A(11.4) a la circunferencia 
ху? 8р 6y=0son3x 1 4y 490 y 4х Зу 320. 
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@%-Determina las ecuaciones de la tangente y normal a la circunferencia 3? +y? — 14x — 10y + 49 = Oen el punto 
gente y › » р 
A(4.1). Calcula las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal. 


Solución 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la familia de rectas que pasan рог 
el punto dado A(4,D, es: 


y max) 
y 1=mx-4) 
Se despeja a y: 
= mx — Am + 1 


Al sustituir el valor de y en la ecuación de la circunferencia, resulta: 


Fy 14х- 10y449=0 
22 + (me 4m 4 17 14x — 10(тх — 4m + 1) +49=0 

+ Êê + 16м 4 1 Вт?к + 2тх — Bm Мх 10тх + 40m — 10 +49 =0 
22 тї? — Врх Bmx — 14x + 16n? 4 32m +40 =0 

(1 туд? (Вт? 4 8m | 14)x | (16m? | 32m | 40)=0 


Esta última ecuación tiene la forma ax” -+ bx + C=0, para obtener la pendiente de la recta tangente se anula 
el discriminante #? — 4ac=0, es decir: 


[BrP + вт + 14)F — 4(1 4 тЁ)(1бт? + 32m + 40) 

БИН + GAME +196— 12871 + 224m? +224m— БА — 128m—160— SAM" — 128 — 160m? =! 
64m? | 96m | 36=0 
16n? + 24m + 9 =0 


(Am + 3am + 3)=0 
4m+3=0 


La ecuación de la recta tangente ек: 
у-1=тх-4) 
3 
1= 1x4) 
y 30-0 


аус 4= 31412 3x1 4y- 16=0 


La recta normal es perpendicular a la tangente en el punto dado, por lo que sus pendientes son recíprocas y 


de signo contrario, es decir; 
4 
3 
La ecuación de la recta normal 
У-У * La recta normal pasa por el centro de la 
А circunferencia, por lo que las coordenadas 


del mismo deben satisfacer la ecuación. 
4x -3y- 13=0 


Las ecuaciones de la tangente y la normal a la circunferencia Y + y? — 14x — 10y + 49 = 0 
enel punto A(4,1), son Зх + 4y — 16=0y 4r — 3y = 13=0, 
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Para las longitudes de la tangente, normal, sublangente y subnormal, tenemos que del punto dado A(4.1). 


y»=1m= 


4 


Longitud de la normal =| yı | ym? +1 =|1| | r +1= E? 
1 


4 


Longitud de la subtangente. = 


Ambas negativas porque 


3 T>0>N 
Longitud de la subnormal = ту, 46) ) 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se ene: 
Ê 


Esercicio 20 
1. Con ayuda de tu profesor, determina la ecuación de la tangente а cada una de las circunferencias dadas 


еп el punto indicado 


1. FFF ас 2y +7 = Oen 4(2) 4. P4y— BF Oen A(6,3) 
2. PHF - Ty +12=0бепА(34) 5. X у —100=0enA(6.-8) 
3. 2+у'—2х—бу—3=бепА(—1,6б) 


|. Determina la ecuación de la tangente a cada una de las circunferencias dadas cuya pendiente es la que 
se indica. (Todos los problemas tienen doble solución). 


3 2 
1. FFP — 4x lO para m= 4 ARO pa m=- 


2. ++- 129 +34 =Opaam=—1 5. 545P — Rx 1429y 1 137 =0 para m=- 
З. # | у? 10х | 2y | 18=Oparam—=1 ii 
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En equipo determinen la ecuación dela tangente trazada del punto indicado a cada una de las siguientes 
circunferencias y en plenaria discutan sus resultados. (Todos los problemas tienen doble solución). 


1. Пед, ад + Sy – 12r -24y + 31 =0 

2. DeA(8,6)a2Y | 2 | 4х 1 4y 480 

3. Пед 2,7)а заг +3 1 бх — 24у 1 36 =0 

4. DeA(6, 4ard y y 2х 2y-35=0 

5. DeA(S4ar yy 10147=0 

Determina las ecuaciones de la tangente y normal; las longitudes de la tangente, normal, subtangente 
y subnormal para cada una de las siguientes circunferencias en el punto de tangencia indicado. 


1. FF 4 1 бу — 100 = D en A(6,4) 4 FF = 25n AGBA) 
2. 9 +уї— 34 = беп AGS) 5. FF — 2х4 2у—15 = беп А(03) 
3. 10х + 2y — 39=0 en A(-23) 


Resuelve los siguientes problemas. 
1. Dada la circunferencia? + 

xby+k=0: 

а) Сопапа la circunferencia en dos puntos distintos. 

b) Son tangentes а la circunterencia. 

¢) No tienen ningún punto en común con la circunferencia. 

Determina las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia x? + y? + 4x — 10y + 21 = 0 que son 

31 

5 

3. Determina las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia Y + y? + 6¥ 

pendiculares a larecta 4x у | 31 =0. 


18, determina los valores de К para los cuales las rectas de la familia 


p 


paralelas a la recta х у 


0 que son per- 


4. Determina las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 9x? | 9y? | 18x | 12y 32 = 0 cuya 


pendiente es |: encuentra también la ecuación de la normal a la circunferencia, sî pasa por el centro 
2 


de la misma. 

5. Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto A(6. 4) а la circunferencia 
2742) вх — 4y — 15 =0, 

6. Determina las ecuaciones de la tangente y la normal a la circunferencia x? + у? — бх — 10у + 21 =0, 
еп el punto A(1,-2); demuestra que la normal pasa por el centro de la circunferencia. 

7. Determina el ángulo agudo que forman las circunferencias х2 + y? — 12x — 4y + 11 =0 y 
212 + 2y? — 34 = беп su intersección. 

8. Del punto A( 5.4) se trazan tangentes a la circunferencia? 4 y? — 10r 4 7= 
agudo que forman dichas tangentes. 

9. Dada la circunferencia ¥ + y? — бї — 2y + 6 = 0, determina los valores del parámetro m para los 
cuales las rectas de la familia y = тк + 3: 
а) Corana la circunferencia en dos puntos distintos, 
b) Son tangentes a la circunferencia. 
O No tienen ningún punto en común con la circunferencia. 

10. Determina el ángulo agudo que se forma al cortarse la circunferencia Y + y? 4 2r — 4y + 3 = 0 con 
la recta 2x4 3y -6=0, 


j; determina el ángulo 
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11. Demuestra que las siguientes circunferencias 4? + 4y? + 8x — 16y =0 y 2? + 24814 4y = 0 
se cortan ortogonalmente. 

12. Determina la ecuación de la recta con pendiente 5 que es tangente a la circunferencia 
Pay -8r42y-9=0. 

13. Determina las ecuaciones de la tangente a la circunferencia х? + y? — 26x — 2y + 45 = 0 que es 
paralela a la recta 2x —y — 2 


14. Determina la ecuación de la normal a la circunferencia x? | y 
AG.2); calcula la longitud de la normal y la subnormal. 


+ Bx — 10y + 31 = 0 en el punto 


15. Determina la longitud de la tangente trazada desde el punto A(-7.8) a la circunferencia 22 +3? — 9= 0; 
deduce la fórmula correspondiente. 


Ovinos са esco бә теринин risa. 


Posición relativa de dos circunferencias 


Familias de circunferencias 


La circunferencia que cumple con menos de tres condiciones independientes no es única. ya que la ecuación 
de la circunferencia que solamente satisface dos condiciones dadas, debe contener una constante arbitraria por de- 
terminar, la cual se denomina parámetro. 

Por lo anterior, se establece que la ecuación representa a una familia o haz de circunferencias dependientes 
de un parámetro. 


1. ¿Cuáles la ecuación que representa а la familia de circunferencias cuyo centro común es C(3,7)? 
Aplicando la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria, tenemos: (х — AP + (y 
sustituyendo las coordenadas del centro, resulta: 


6-34 Y-T7=K 


La ecuación anterior representa la familia de circunferencias concéntricas, en donde el parámetro 
K = r es cualquier número positivo. 


p 


¿Cuál es la ecuación que representa a la familia de curvas que pasan por las intersecciones de dos circunfe- 
rencias dadas? 
Las ecuaciones de dos circunferencias diferentes, son: 


PAY ADA + Ey+Fi=0 (C) 


+y +D RENA FF =0 (Cy) 


De (Су) y (С) se deduce la сспасі 
PIP рк Ey Fit KO у! | Dat ES y | FD=0 (1) 
donde el parámetro K es cualquier número real. 


las coordenadas 
| KO) = 0, que es 


Si las circunferencias dadas se intersecan en dos puntos diferentes Pitt, у) y Pa, 
de cada punto satisfacen a (C1) y (Су), por lo que también satisfacen a (1), es decir: 
verdadera para cualquier valor de K. 
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Por lo anterior, establecemos que la ecuación (1) representa la familia de curvas que pasan por las dos 
intersecciones de las circunferencias (C,) y (С), donde no es necesario que se determinen las coordenadas 


de los puntos de intersección. 
Desarrollando la ecuación (1). se tiene: 
PAN бух + Еу + ЕЁ, + KO + у? + Da + Es + Fs) 
у | Dx | Ey | Р, | KF | Ку | KDx 1 КЕ;у* КР, 
PAKE Бу Ку? + Бух + KD Еу + KEY 4 Fi + KFa=0 
(1 4 Kê + (1 + KJ? + (Di + Крус + (E, + KEDy + Fi + KFa=0 (2) 


Esta ecuación permite determinar la naturaleza de las curvas de dicha familia, es decir: 


а) La ecuación (2) se simplifica a una de primer grado cuando К = 1, es decir, representa una linca 
tecta que es 1а cuerda común entre las circunferencias (Су) y (Cy. 

b) Si las circunferencias (С,) y (Ca) se intersecan еп dos puntos distintos, la ecuación (2) representa, 
para cualquier valor de K diferente de —1, todas las circunferencias que pasan por dichos puntos 
de intersección de (Су) y (Сз), con la única excepción de la circunferencia dos. 

¢) Si las circunferencias (C,) y (Ca) son tangentes entre sí, la ecuación (2) representa, para cualquier 
valor de K diferentes de — 1, todas las circunferencias que son tangentes a las circunferencias (Cy) 
y (Cı) en su punto de langencia, con la única excepción de la circunferencia dos. 

d) Si tas circunferencias (Су) y (С) no tienen ningún punto en común, la ecuación (2) representa una 
circunferencia, siempre y cuando K sea diferente de —1 y cumpla con las 0° + El - 4F > 0, 

е) La ecuación (2) se simplifica a la ecuación de la circunferencia (C,), cuando K = 0. 


La línea recta que pasa por los centros de dos circunferencias no concéntricas, se denomina recta de 
105 centros. La ecuación (1) que representa todas las circunferencias de la familia y que tienen su centro еп 


la recta de los centros de las circunferencias (Cy) y (Ca), es decir, los centros de (Су) y (Cx) son, respectiva- 
( D, 5) ( D, Е, 
mente, |,- y|— 
2 2 


| y la ecuación de la recta que contiene dichos puntos es: 


2 7 
ME, — Едх — XD, - D)y + D-E, — DE,=0 


D¡+KD, _ Ei+KEz 
2й+к)` 214K) J 


La ecuación anterior se 
cualquier circunferencia que se represente por la ecuación (1). 


isface por las coordenadas del centro 


EJEMPLOS А 
2, 


E ıruye la gráfica de tres elementos de la famili 


'-Escribe la ecuación de la familia de circunferencias concéntricas cuyo centro común es el punto C(4, ~2): cons- 
especifica el valor del parámetro en cada caso. 


Solución 
Al aplicar la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria, se tiene: 
а-л 
Al sustituir las coordenados del centro dado, resulta: 
иш NS 
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Ésta es la ecuación de la familia de circunferencias concéntricas, donde el parámetro K = r es cualquier 
número positivo. 
Si K = 2, la ecuación del miembro de la familia que corresponde es: 
OS 
(x 4F 1 O +27 =4 ) Formaordinaria de la circunferencia. 
PRH HAT 4=4 


PEY -8r44y+20-4=0 
й+у — gr + 4y + 160 Forma general de la circunferencia. 


Si К =3, la ecuación del miembro de la familia que corresponde es: 
а 47 + (0 +29 = (3) 
а 47+ 0 427 =9 } Formaordinaria de la circunferencia. 
P- 8rq 164 y p4y 449 
ху Bx F 4y +20 9=0 
2 у — Rr 1 Ay + 11 =0 } Forma general de la circunferencia. 
Si = 4, la ecuación del miembro de la familia que corresponde es: 
(х —4F 60у +27 = 4F 
а 4F + 4 2F =16 } Forma ordinaria de la circunferencia. 
х2 В+ 164 y +4y+4=16 
х ку? — 8х + 4y + 20 -16 =0 
дру Bx + 4y 4 4=0 } Forma general de la circunferencia. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
› 


Le 


e+ Las ecuaciones de dos circunferencias son? + y? — 8x — 4y + 11 =0(C)y F +y? — 4x + 4y — В = О(Су); 
determina la ecuación de la circunferencia (С, que pasa por las intersecciones de (С) у (C;) y tiene su centro 
sobre la recia 2x + y — 14=0, 


Solución 


La ecuación que representa la familia de curvas que pasan por las dos intersecciones de las circunferencias 
dadas, es: 


FIDA | Бу I Р | KO | y | Dax | Eny | F) = 0 
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Al sustituir las ecuaciones de las circunferencias dadas, se tiene: 


д2 фу Br dy 114 KG + y —4х+4у—8)=0 (1) 
Fy т ду 114 KF + Ky? — 4Kx + 4Ky — 8K=0 
X4 KF 4 ¥ 4 KP 8x—4Kx — 4y АКУ +11 SK =0 
(1F KJ + OF Юу — (8+ 4K (4 4K)y Е — SK =0 


Donde el parámetro K se determina por la condición de que el centro de (C;) se ubica sobre la recta dada. 


El centro de dicha circunferencia se determina por las coordenadas: 


DIED: BE 

204K)” датку 

—(844K) ا‎ 2(2-2K) 
E SOE | AOE AUER 
4+2K 2-2K 

| 1+К`1+К 


Сото estas coordenadas deben satisfacer la ecuación dada 2х | y — 14 = 0, se tiene: 


+ ا‎ 
14K) 14K 

B44K 2-2K ¡4 q 
IK IFK 

844K +2-2K-1401+K) _ o 

14K 
1042K -14-14K 0 
-12K-4=0 


Al sustituir el valor de K en la ecuación que representa la familia de curvas de (1), al simplificar se obtiene 
Та ecuación de la circunferencia (Ca). 


А ру 8x Ay HIF K (874 y? 4x4 4y-8)=0 


ху Br wf Je 4x44y-8)=0 


Ecuación gencral de 


A 9520016441 
do la circunferencia (Cs). 


226 


UnipaD З 


las cónicos 


Reduciendo a su forma ordinaria, resulta: 
2 ر‎ эш 16у а 
£ 2 Г] 2 


0 


(F-10424 0-894 16254164 


41 ) Ecuación ordinaria de 


E 
OPERAN Arata (Ca. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Se hace nolar que los 
centros de С, С, y С; 
son colincales. 


Eje radical 


La ecuación que representa la familia de circunferencias para todos los valores de K diferentes de —l, es: 
AFAD A Ey AF + Ко + у? YF Dx t Бу + F)=0 
Específicamente cuando K = — 1, la ecuación anterior se reduce а: 
(Dı — Dx + (E, — Edy + Fi — Fa=0 (А) 

Si las ecuaciones (Сү) y (C3) que forman la ecuación representativa de la familia de circunferencia no son 
concéntricas, se confirmará que Di = D20 Е = Ez, о ambas, de tal manera que por lo menos uno de los соеп- 
cientes de xy yen la ecuación (4) será diferente de cero, рог conclusión la ecuación (4) representa la línea recta 
denominada eje radical de (С,) y (С). 

Si las circunferencias dadas (Су) y (C,) se intersecan en dos puntos distintos, el eje radical pasa por dichos 
puntos y coincide con la recta cuerda común entre las circunferencias. 

Si las circunferencias dadas (C,) y (C3) son tangentes entre sí, su eje radical es la recta tangente común 
entre las circunferencias. 

Si las circunferencias dadas (С) y (C;) no tienen ningún punto en común y tampoco son concéntricas, su 
eje radical no tiene ningún punto en común con ninguna de dichas circunferencias. 
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Domostración do que el ajo radical de dos circunferencias cualosquiora 
es perpendicular a su recta de los centros 


La recta que pasa por los centros de dos circunferencias (C,) y (С) no concéntricas se denomina recta de los 
centros y se escribe: 
XE, Е, 
La pendiente de dicha recta es: 


0 


XD, — Dy + D,E, — D,E; 


__ HEED Е-Е 


—Z(D,-D) D-DD, 
De la ecuación del eje radical (A) su pendiente, es: 


‚ donde D; =D». 


donde Ej = Ex 


Como las pendientes determinadas, son recíprocas y de signo contrario, las rectas son perpendiculares entre sí. 

Cuando D; =D», en la ecuación (А) se establece que la recta eje radical es paralela al eje x del sistema 
coordenado y por consecuencia la recta de los centros es paralela al eje y comprobándose que ambas rectas son 
perpendiculares entre sí. 

De la misma manera, cuando E, = E». cl eje radical es paralelo al eje y y la recta de los centros será paralela 
al eje x; por lo tanto, siguen siendo perpendiculares entre sí. 


Longitud de la tangente trazada desde un punto exterior a una circunferencia dada 


Una importante propiedad de aplicación del eje radical se enuncia en el siguiente principio: La longitud del 
segmento tangente а una circunferencia desde un punto exterior al punto de tangencia es: 


к= MF (у — r, o bien, t= лу + у + DEF 


Donde: 
P:(2,3,).es el punto exterior, 

(h,k), son las coordenadas del centro de la circunferencia. 

г, ез el radio de la circunferencia. 

D, E. F, son los coeficientes de la circunferencia en su ecuación general. 


Para demostrar el principio anterior, se toma como base la siguiente gráfica. 


Si Tes el punto de tangencia a la circunferencia (х — М)? + (y — A? = r°. desde el punto exterior P, y). 
t es la longitud del segmento AT. 
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Si el segmento CT es la distancia del centro de la circunferencia al punto de tangencia y representa al radio 
(CT = r) de la circunferencia dada y además es perpendicular a la longitud de la tangente f. 


Al aplicar el teorema de Pitágoras en el 


¡ángulo Р, TC se ti 


(Opuesto)? = (Hipotenusa)? — (Adyacente)? 
(тў = RF - 97 


Por la ecuación de distancia entre dos puntos, se deduce que (CP)? = (x, — h)? + (у, — K? al sustituir en 
la ccuación del teorema de Pitágoras resulta: 
(02 = =h)? К —(rF 
Жоо = + (у 67 
x2 + y2 + Рх, FEY +F 


Se hace notar que en realidad se pueden trazar dos tangentes desde el punto Р, a la circunferencia dada, pero 
ambas longitudes son iguales. 


Por lo anterior establecemos la siguiente propiedad: El eje radical de dos circunferencias dadas no concén- 
tricas es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que las longitudes de las tangentes que se 
trazan desde dicho punto a ambas circunferencias son iguales. 


Si las ecuaciones de dos circunferencias no concéntricas son: 


FIDA EYAFI=0 (С) y +y Dx + Ey+F.=0 (C) 


sea el punto móvil P(x, y) y las longitudes de las tangentes f, y 1, trazadas desde Р а cada una de las circunfe- 
rencias respectivas. 


Por la fórmula de la longitud de la tangente. se tiene: 
RRA ADA Еу + Р, 
@= + у + Dart Ey 4 Fa 


Como las longitudes de las tangentes son iguales (f = 1), es decir: 


PAY ADA + Ey + F= 
AAN ADA A EYA ZE у – Вох Еу =0 


Dx- Da + Ey Ey + Fi Р=0 


LY AD t Езу + Fs 


(D, — Dz + (E, = Edy +F, = F=0 


La ecuación resultante es el eje radical de (Cı) y (Ca). 


De igual manera si Р(х,у) es el punto móvil que está sobre el eje radical, se demuestra que las longitudes 
de las tangentes trazadas desde dicho punto a cada circunferencia dada, son iguales. 

Si consideramos tres circunferencias dadas, de las cuales no hay dos que sean concéntricas: cada par tiene un eje 
radical y las tres tomadas de dos сп dos forman tres ejes radicales; en caso de que las tres circunferencias no tengan 
unarecta de los centros en común, sus tres ejes radicales se intersecan en un punto que se denomina centro radical. 
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"Determina la ecuación del eje radical de las circunferencias 9x? + 9y? — 54x — 48y + 64 = 0 (С) y 
24 y? 4 Rr 10у + 37 =0 (C,) y demuestra que es perpendicular а su recta de los centros. 
Solución 
Se multiplica la ecuación (Ca) por 9. es decir: 
зогу + RF 10y +37 =0) 9де + 9y? + 721 — 90у + 333 = 0 
De las ecuaciones (C,) y (C,) se forma la ecuación que representa la familia de circunferencias: 
9x2 + 9y? — 54 — 48y + 64 + K (9x4 9y" 4 72x — 90у + 333) = 0 
Para obtener la ecuación del eje radical se hace K— 1: 
97 +9y? — S4x — 48у + 64 + (1O +9? + 72x — 90у + 333)=0 
ЭХ" + Y — S41 -48y FAK AN —72х +90у—333=0 
-126x + 42y — 269 =0 
126x 42у + 269—0 } Ecu: 


in del eje radical. 


La pendiente de la recta del eje radical es: 
ےک‎ 
в 4 


Las coordenadas de los centros de las circunferencias dadas, son: 
54 


ЕЕЕ 


ana (e | D Ы 
2 
Al determinar la pendiente entre estos dos centros, se tiene: 
в. 8-15 
ci لے‎ 
TA 3 


Como la pendiente del eje radical y la pendiente de Та recta de los centros son recíprocas y de signo contrario, 
las rectas son perpendiculares entre sí. Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
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2 es-Determina la longitud de la tangente que se traza desde el punto A(3,4) a la circunferencia 
бв? + бу: + 24x + Зу — 70=0. 
Solución 


Al transformar la ecuación general de la circunferencia dada, a su forma ordinaria, resulta: 


Al dividir entre 6, se tiene: 


Paya yo 


Al ordenar los términos: 
беча | += 


Al completar cuadrados: 


ay 
Я Es 
++) уу 3] = 
2 > e 
cerrar 
F % 
озая __194+16+420 
6 36 
2 
Gat afs] 145 Ecuación de la circunferen 
зу O en su forma ordinaria. 


De la ecuación anterior, se tiene que el centro de la circunferencia es ef-2-3) cuyo radio al cuadrado es 
145 ш 

Ej 

Al sustituir los datos dados y los que se obtuvieron a partir de la ecuación de la longitud de la tangente resulta: 


7 2р 145 
{ [Ж тигу күч Pa | ES 
کی‎ 18 |25 51. [228351 _2 5. 5:5377 
9 9 9 9 3 


Una forma más sencilla para determinar la longitud del segmento tangente consiste en sustituir directamente 
las coordenadas del punto dado en la ecuación de la circunferencia dada, siempre y cuando los coeficientes de 
22 y y sean iguales a la unidad, es decir: 


* 


Laecuación dada бз? + 6y? + 24r — Ву 7O=0, dividida entre Gseleansformmaen + y? 44x + E 


La longitud del segmento tangente es: 


î ty + Dr + Еу HF 
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Al sustituir las coordenadas del punto dado, resulta: 


E 
t= |P HP +4(3)+—(4—:— 
TETEE: 

= parón 5 yA 


ds ®- + 


Comprobando de esta forma la longitud del segmento tangente. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Ejercicio 21 


Determina la ecuación de la familia de circunferencias concéntricas cuyo centro común es el punto 
indicado; grafica tres elementos de la familia y especifica el valor del parámetro en cada caso. 


1. А(—2,—4) 2. 03-8) 3. FOA 4. D61) 


. Determina la ecuación de la familia de circunferencias, cada una de las cuales pasa por el origen y el 


punto indicado; grafica tres elementos de la familia y especifica al valor del parámetro әп cada caso. 
1 дал) 2. B-13) з. 52 4. D(1,-4) 
Resuelve los siguientes problemas. 


L Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
(Ci): xè 4 у? — 8х -6y + 17 = Oy (Ca): Y + у? — 18x — 4у + 67 = Оу porel punto A(-8,5). 

2. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
(Cuit + у + 7 — 10у + 31 = O y (Ca): X? + y? — x — бу + 3 = 0 y tiene su centro sobre la recta 
2x—2y-4=0. 
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Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
1 
(Су): 4? + y + 2x — бу — 16 =0 y (Cy: + у? — бх + 2y = 0 y tiene de radio en 30. 


4. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
(C: JF 6x4 4=0y (Ca: E + JF 2=0 y que es tangente ala recta 3x + 9y — 42 =0. 

5. Demuestra que las circunferencias (Са): © 434414 бу — 23=0 у (Су: Y + у? Re- 10y 1 25 =0 
son tangentes; determina la ecuación de la circunferencia tangente а C, у С, en su punto común y que 
pasa por el punto A(1,0) y demuestra también que el centro de esta circunferencia está sobre la recta 
de los centros de (Cı) y (Ca). 

6. Demuestraque las circunferencias (C1): Ах | 4? 40х | Ву 1 79=0y (Chi? 1 у 1 2х 8y} 13=0 
nose cortan. 


7. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por la intersección de la circunferencia 
a24 y? | 2x 2y 32=0conlarecia2r— 2y | 8 =O y porel punto АС 10, 2). 

8. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por la intersección de las circunferencias 
(Суса? + у 160 10у + 4 = 0 y (Chu + у? + 4х +-2у — 12=0 y porel punto А(02). 


/. Determina la ecuación del eje radical de las circunferencias dadas y demuestra que es perpendicular 


a la recta de los centros. 
HI — 2x — 10у + 10=0 у(Су):4 +4? — 321 —12у + 37 =0. 
2. ху 8y+6=0y (CS: + у? — 14 — бу + 38 —0. 


EY 6x- 2y — 15=0y (Ca: X у + 4x + 6Y 


. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Determina la ecuación y la longitud de la cuerda común de las circunferencias 

Бу 1 3% Зу —52=0y (Cil + у – 2х + 2y 

2. Determina la longitud de la tangente trazada desde el punto A(64) а la circunferencia 
+y + 4x + 6y — 19=0. 

з. Determina las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias 
(CY: + у? 12х11 = 0, (Cp): x? + y? — 4 — 21 = Oy (CN: + Y? — 4х + бу + 43=0 y las 
longitudes de los segmentos tangentes trazados desde el centro radical a cada circunferencia dada. 

4. Determina las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias 
(Cı y2 1 6x 1 бу 1 9—0, (Caka? 1 yè | Ay 7=0y (Ca): 2х2 | 2? | Sx 1 3y 1 9=0y 
las longitudes de los segmentos tangentes trazados desde el centro radical а cada circunferencia dada. 

5. Determina las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias (Cı: + у? + 3w — 2y — 4=0, 
(CJ: FF —2х y = 6= 0Y (C3): + y? = 1 y las longitudes de los segmentos tangentes trazados 
desde el centro radical а cada circunferencia dada. 


6. Encuentra la ecuación del eje radical de las circunferencias (Cy: 2 | y? 2x 10у | 10 = 0у 
(Ca): 4% + 4y? — 32x —12у + 37 = 0. Propón las coordenadas de algún punto sobre el eje vertical 
y demuestra que las longitudes de 105 segmentos tangentes, trazados desde ese punto a ambas 
circunferencias son iguales. 
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* PROBLEMAS DE APLICACIÓN 


Circunferencia 


Т 09: Enel siguiente sistema coordenado se muestra un impulsor de banda y polea. Si el radio de la polea menor 
es 2.1 pulgadas y el radio de la polea mayor ев de 4.2 pulgadas; determina la ecuación de cada polea. 


y 


2 «е. Un capacitor cilíndrico consiste en dos cilindros concéntricos separados por una distancia de 3.2 mm. La 
sección transversal del capacitor se traza sobre un sistema cartesiano, donde el círculo exterior se ubica en el 
primer cuadrante y tangente а los ejes coordenados x y y. Si el radio del circulo interiores 5.2 mm, determina 
la ecuación de cada círculo. 


3 es. Una arcada tiene la forma de un rectángulo con un semicírculo en la parte superior. Al elaborar la gráfica de 
la arcada en un sistema cartesiano, con vértices en los puntos A(2.0). B(6.0). C(6.5) у D(2.5), determina la 
ecuación del círculo al que pertenece el semicírculo de la parte superior de la arcada. 


Д ea órbita de la Tierra alrededor del Sol y la órbita de la Luna alrededor de la Tierra son. aproximadamente, 
círculos de radios 1.5 х 10% km y 3.8 x 105 km, respectivamente, con el Sol en el centro de la órbita de la 
Tierra y la Tierra en el centro de la Órbita de la Luna, Si se ubica al Sol en el origen de un sistema cartesiano, 
¿cuál es la ecuación de la órbita de la Luna? 


5 es Un laboratorio espacial gira alrededor de la Tierra a una altitud de 380 millas. Cuando un astronauta mira al 
horizonte de la Tierra, detecta un ángulo 0 de 65,8”, según se muestra en la figura: 


а) Calcula el radio r de la Tierra. 
b) Si cl centro de la Tierra se fijaenel punto C(2,3), ¿cuál es la ecuación de la Tierra, si ésta se considera 
circular? 


6 es- Un satélite, situado en el punto 8(—9,5) gira alrededor de un planeta de perfil circular descrito por la ecua- 
сідла? + y? — Bx — 6y=0. Dicho satélite envía señales langenciales al planeta, determina las ecuaciones 
de las rectas que indican la trayectoria de las señales. 
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Determinación de la ecuación de la parábola y su gráfica 
Definición 


La parábola esel lugar рео de los puntos que se mueven en un plano, de tal manera que equidistan de un 
punto y una recta fijos en el plano. El punto fijo se denomina foco y la recta fija directriz de la misma. 


Elementos de una parábola 


Figura 3.13 


Si designamos al foco y la directriz por F y €, respectivamente, la recta a que pasa por el foco y es perpendicular 
ala directriz se denomina eje focal o eje de la parábola; sea A el punto de intersección entre el eje de la parábola 
y la directriz; el punto V es el punto medio del segmento AF y por definición está sobre la parábola, dicho punto 
se denomina vértice; sea ВВ” el segmento de la recta que une dos puntos diferentes de la parábola, se denomina 
cuerda; particularmente si una cuerda pasa por el foco, tal como CC”, se denomina cuerda focal: si la cuerda 
focal es perpendicular al eje de la parábola, tal сото 1/7, se denomina lado recto; sea Р un punto cualquiera de la 
parábola y la recta Р que une al foco con dicho punto, se denomina radio focal de Р о radio vector (Figura 3.13). 


Ecuación de la parábola con vértice en el origen y eje focal sobre alguno de los ejes 
coordenados 


Si consideramos la parábola con vértice en el origen cuyo eje focal coincide con el eje x (Figura 3.14). 


А 


Figura 3.14 
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Si el foco dista p unidades del vértice, sus coordenadas son F(p.0); como el vértice equidista del foco y de 
la directriz, la ecuación de osta última esx = р. 

Si Р(х,у), un punto cualquiera de la parábola por el que se traza el segmento PA perpendicular a la directriz: 
соп base en la definición de parábola, dicho punto debe satisfacer la condición geométrica de [РР = [PA]. 

Al aplicar la ecuación de distancia entre dos puntos, tenemos: 


IFA = Ja -p +(у—0ўЎ = о руг 


Se aplica la ecuación de distancia de una recta a un punto, es decir: 


[PA] = fe + pl 
Analíticamente, la condición geométrica se representa como: 
IFP -IPA 
Ja- +r | 


Al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuación anterior y simplificando, resulta: 


ар? +у =x 42px4 p 


рер +y = x? + 2px + рі 
у= д +2 p+ کر‎ +2рх-р/ 
y =4рх 


Si extraemos raíz cuadrada a ambos miembros de la ecuación anterior, obtenemos: 


Para valores reales y diferentes de cero de la variable y, los valores de p y x deben ser del mismo signo; por 
lo anterior se consideran dos casos: 


1. Si p>0,nodeben tomarse en cuenta los valores negativos de x, por lo que la parábola se abre а la derecha del 
eje y y se extiende indefinidamente hacia arriba y hacia abajo del eje x. Por lo tanto, la ecuación de la parábola 
es y? = 4px; las coordenadas de su foco son F(p.0) y la ecuación de su directriz ев x = p (Figura 3.15). 


t 


Figura 3.15 Figura 3.16 
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Sip < 0, по deben tomarse en cuenta los valores positivos dex, por lo que la parábola se abre a la izquierda del 
eje y y so extiende indefinidamente hacia arriba y hacia abajo del eje x. Por lo tanto, la ecuación de la parábola 
es y? = Ар; las coordenadas con su foco son F(p.0) y la ecuación de su directriz es x= —р (Figura 3.16). 


Con base en la ecuación у? = 4px, la parábola no presenta asíntotas verticales ni horizontales. 

En la ecuación y=-+2,/px se tienen dos puntos sobre la parábola cuya abscisa es р; uno de ellos tiene 
deordenada 2p y el otro tiene la ordenada —2р, dado que la abscisa del foco es 1, se establece que la longitud 
del lado recto (LA) es igual al valor absoluto de la cantidad Ар, es decir: LR = [Ap]. 

Consideremos la parábola con vértice en el origen y cuyo eje coincide con el eje y (Figura 


17). 


y 


Figura 3.17 


Como el foco está sobre el eje y, sus coordenadas son F(0,P) y la ecuación de la directriz de acuerdo 
con la definición de parábolaes y = ~p. 

Si PG: y) es un punto que se mueve libremente sobre la parábola, de acuerdo con la defini 
tancias al foco y a la directriz ве mantienen iguales, es dedir: 


sus dis- 


IFF] = [PA] 


Al aplicar las ccuaciones de distancia entre dos puntos y distancia de punto a recta, se tiene: 


Гея = [0—0 (ур)? = х FO = pF 


а у+р| 
[PA] — E =|у+ 
ш + perel 


Cada punto Р(х,у) de la parábola satisface la ecuación: 


[х2 +y- р)? =|y+p] 


Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación anterior y simplificando, resulta: 


NA) + o) 
22 + (pF = у +2py+ p 
۸2 + رم 2- سر‎ + р =m 
2°? —2ру=2ру 
Y =4ру 
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Para despejar а т, se loma la raíz cuadrada a ambos miembros de la ecuación anterior, es decir: 


dE 
1=2/m 


Para valores reales y diferentes de cero de la variable x, los valores de p y y deben ser del mismo signo; 
por lo anterior, se consideran dos casos. 

З. Sip > 0, по deben tomarse en cuenta los valores negativos de y, por lo que la parábola se abre hacia arriba 
del eje x y se extiende indefinidamente hacia ambos lados del eje y. Por lo tanto, la ecuación de la parábola 
es у? = 4px, las coordenadas de su foco son F(p) y la ecuación de su directriz ез y = р (Figura 3.18). 


4. Si p < 0, по deben tomarse en cuenta los valores positivos de y, por lo que la parábola se abre hacía abajo 
del eje x y se extiende indefinidamente hacia ambos lados del eje y. Por lo tanto, la ecuación de la parábola 
сэл? = 4py, las coordenadas de su foco son F(D,p) y la ecuación de su directriz es у = р (Figura 3.19). 


Figura 3.18 Figura 3.19 


Con base en la ecuación л = 4ру, la parábola no presenta asíntotas verticales пі horizontales. 

En laecuación x ==+2,/py. se tienen dos puntos sobre la parábola cuya ordenadaes р; uno de ellos tiene 
de abscisa 2р y el otro liene la abscisa —2p; dado que la ordenada del foco es p, se establece que la longitud 
del lado recto (LR) es igual al valor absoluto de la cantidad 4p, es decir: LR = |4p]. 

Las expresiones у? = 4рх y x? = 4p son las ecuaciones en su forma más simple, por lo que se les deno- 
mina primera ecuación ordinaria de la parábola o de forma canónica de la parábola. 


EJEMPLOS > 
3 Э 


-Una parábola cuyo vértice está en el origen y eje focal sobre el eje х, pasa por el punto A(3,6); determina la 
ecuación de la parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de su directriz, la longitud de su lado recto y 
traza la gráfica correspondiente, 


Solución 


De acuerdo con las condiciones dadas en el problema, la ecuación de la parábola es de la forma canónica 
P =A. 
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Como un punto de la parábola es AG.6). sus coordenadas deben satisfacer a dicha ecuación, es de 
y =4px 
6F =4p03) 
36=12p 


36 
12 


Сото p=3, la ecuación de la parábola es: 


Las coordenadas del foco son: 


La ecuación de la directriz es: 


La longitud del lado recto es: LR=|4p| 


Dirsctriza=-3 
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2 @s-Determina las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz, la longitud del lado recio y traza la gráfica 
correspondiente para la ecuación de la parábola x? = 16y. 


Solución 


Laecuación de la parábola en su forma canónica es: х2 = Ару; al sustituirla en la ecuación de la parábola dada, resulta: 


Las coordenadas del foco son: 


La ecuación de la directriz 


La longitud del lado recto ез: LR= |а 
LR = |44) = 16 


16y, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 
y 


л 


Directriz y = —4 


'+-Determina la ecuación de la parábola con vértice en el origen y foco en F(0,—5). 
Solución 
Se trata de una parábola con eje vertical. Como el vértice está en el origen y el foco 5 unidades abajo, se tiene 
que: р = —5. Al sustituir en la primera ecuación de la parábola, resulta: 

e= 4py 

#=4(-5)у F=-2My 


} Ecuación canónica 
dela parábola. 
La ecuación de la directriz es: 


UnipaD З 


las cónicos 


La longitud del lado recto ев: LR = ад 


Tabulando la ecuación ¥ = - 20у, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 
y 
Direcizy =5 


44.47 
2632 


2774 

48.94 
+10 
410.95 


Д es-Determina la ccuación de la parábola con vértice en el origen y directrizy 2—0. 


Solución 
Dado que x + p — 0 es la forma típica de la ecuación de la directriz, por comparación con x 2 — 0 el valor 
de pes: er 

p=2 


Al sustituir p = —2 en la primera ecuación ordinaria de la parábola, resulta: 


Las coordenadas del foco son: 


La longitud del lado recto es: 


Diretriz x = 2 


Tabulando la ecuación 

y = Rx. se elabora 

la gráfica correspondiente, 
es decir: 
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па cuerda de la parábola y? = 4x ев un segmento de larectax — 2y = —3; determina su longitud. 
Solución 
Por definición, una cuerda es el segmento de recta que une dos puntos de la parábola; por lo tanto, es necesario 
determinar la intersección entre la ecuación de la parábola y la ecuación de la recta. 
De la ecuación de la recta, se despeja ах, es decir: 
1 y=3 
х=2у-3 


Al sustituir el valor de x en la ecuación de la parábola, se tiene: 


y= 4 
у= 42у 3) 
у= 8у -12 


Al sustituir estos valores en la ecuación de la recta, resulta: 


Paray=6 Paray=2 
х-2у=-3 
x- X6)= -3 
1-12=-3 
1=9 


y Las coordenadas de los puntos de intersección de la recta 
con la parábola son A(9.6) y B(1.2). 


Al aplicar la ecuación de distancia entre dos puntos, resulta: 


а= O ух? 
а= Ха 92.00 == (GFF T6 = 80 
а= (165) =4/5 8.94 


La longitud de la cuerda de la parábola y? — 4x que se encuentra 
sobre la recta х 3 es 4/3 8.94. 


242 


UnipaD З 


las cónicos 


Tabulando la ecuación y? = 4x, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 


а 


Direcmiz x 


Ecuación de la parábola con vértice fuera del origen y 
eje de simetría paralelo a uno de los ejes coordenados 


Normalmente se requiere determinar Ia ecuación de una parábola con 
vértice fuera del origen coordenado y que tenga su eje de simetría paralelo 
auno de los ejes del sistema coordenado. 

Considerando la parábola de la Figura 3.20, tenemos que su vértice es 
el punto ИИ.) y cuyo eje de simetría es paralelo al eje de lasa; si trans- 
ропатоз los ejes del sistema coordenado, haciendo que el nuevo origen 
(0*) coincida con el vértice de la parábola, establecemos que la ecuación 
de la parábola con referencia a los nuevos ejes coordenados Y y y, es: Figura 3.20 


¥ =4p D 


Silos ejes coordenados de un sistema se transportan a un nuevo origen О'() y las coordenadas de un punto 
cualquiera Р son (x.y) y (x) antes y después de la transportación de ejes. respectivamente, las ecuaciones de 
transformación del sistema original al nuevo sistema coordenado son: (х = | A) y (у = у | k). Al despejar, 
respectivamente, para х' y y’, se liene: 


=у ік 
y-k 


z=x 4h 
=k y 


Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuación de la parábola (1), resulta: 


y Ape a 
Segunda ecuación ordinaria 
ا اي ر ن‎ ) de la parábola. 


Las coordenadas del foco para la parábola de vértice en el origen son Е(Р,0) y para la parábola con vértice 
fuera del origen y eje de simetría paralelo al eje x, son F( + p, К). 


a 
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La ecuación de la directriz paralela al eje y, es. 
En la ecuación (y — КР = 4р (х — Л), cuando p > 0, la parábola se abre hacia la derecha; cuando р < 0, la 
parábola se abre hacia la izquierda. 


A Considerando la parábola de la Figura 3.21, su 


y vértice es el punto V.k), cuyo eje de simetría es 


LA paralelo al eje de las y; si se transportan los ejes 
Р Р del sistema coordenado, рага que el nuevo origen 
Н (0*) coincida con el vértice de la parábola, se esta- 
Fih k +p) blece que la ecuación de la parábola con referencia 
a los nuevos ejes coordenados x y ¥, es: 
х2 = 4ру! (2) 
Figura 3.21 


Por el principio de la transportación de ejes coordenados, expresado anteriormente, se sabe que: л/ =x — A у 
y-k 


Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuación de la parábola (2), se tiene: 
x? = ару 
G- hP = 4p k) 


Segunda ecuación ordinaria 
de la parábola. 


Las coordenadas del foco para la parábola con vértice fuera del origen y eje de simetría paralelo al eje y, son: 
Fink + р) 
La ecuación de la directriz paralela al eje x es y= К — р. 
En la ecuación (х — A)? = 4p (y — k), cuando p > 0, la parábola se abre hacia arriba у cuando р < 0, la 
parábola se abre hacia abajo. 
En las ecuaciones de la parábola, denominadas segunda ecuación ordinaria de la parábola, se tiene que 
|p| representa la porción de longitud del eje de simetría y que está comprendida entre el foco y el vértice de la 


parábola, es decir, |p| = [РУ]. 


Determina la ecuación de la parábola cuyo vértice es V(6.4) con foco en F(6,2); así сото la ecuación de su 
directriz, la ecuación de su eje y la longitud de su lado recto. 


Solución 


Dado que el vértice y el foco están sobre el eje de la parábola, y de acuerdo соп sus coordenadas, se observa 
que tienen la misma abscisa (6), por tanto, su eje de simetría es paralelo al eje y. Entonces, la ecuación de la 


parábola tiene la forma: 
ш a- = 4р0 
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Como las coordenadas del vértice. son V6.4), al sustituirlas en la ecuación anterior, resulta: 
(1 — АР = 4р(у – k) 
E 6?=4ру 4) 
Las coordenadas del foco para la parábola con vértice fuera del origen y eje de simetría paralelo al eje у, son 
F(h, k 1 p); si el foco es F(6,2), se tiene: 


k } De las coordenadas del vértice tenemos que k = 4. 
4= Como p < 0. la parábola se abre hacia abajo. 
Al sustituir el valor de p en la ecuación de la parábola, resulta: 


(x 6F =4p(y 4) 
AD 4) 


(х – 6) = —8(у - 4) 


Segunda ecuación ordinaria 
de la parábola. 

Dado que A es el punto en que el eje de la parábola corta a la directriz y el vértice dado es el punto medio 
del segmento AF, las coordenadas del punto А se calculan como: 


ya=2k-k-p 
ya=k—p } Ecuación de la directriz. 
Ecuación del eje 4-62) 
dela parábola. EE! 
ھت‎ Las coordenadas del 
n= punto A son (6,6). 
La ecuación de la directriz paralela al eje x, es: 
y=k-p 
y=4-(3=412 
y=6 


Соп las coordenadas del vértice y del foco, se determina la ecuación del eje de la parábola a partir de la 
ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados. 


ETE Laecuación del eje de la parábola es х = б. 
y-4)=2r-12 
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La longitud de su lado recto es: LR= 


Al desarrollar la ecuación de la parábola, se liene: 


6? 
121436 
8y=12x 


Al usar la expresión anterior se construye la siguiente tabla de valores 
Ө i ОШ з EA ES EA Ши EN 
=05 0875 2 2875 35 3875 4 3875 35 2875 2 0875 -05 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


1 ر‎ =r 


6 


z 
واا‎ 
© 2| =2; gráficamente se ob- 
اج‎ 1а) serva que el foco está abajo del vértice, la parábola 
15 se abre hacia abajo; por lo tanto, p es negativa. 


p=-2 


Forma general de la ecuación de la parábola 


La ecuación de una parábola con vértice en V(h,k), dependiendo de su orientación, tiene como segunda ecuación 


ordinarias 
Si es horizon Si es vertical: 
(у 02 (MF =4p(y Юю 
у Ae 2hx y IF = Apy Apk 
Papx- 2y + F + 4рп=0 (1) 22 — 2X ару + IF + 4pk=0 (2) 


Por comparación con la ecuación cuadrática general Ax? | Bxy + Су? + Dx + Ey } F=0, se deben tomar: 


Раа (1: A=0,B=0,C=1,D= 4p,E= Uy F=R | 4ph 


Para (2): A=1,B=0,C=0,D=-2h,E= —4p y F =h? + 4pk 


246 


UnipaD З 


las cónicos 


De tal forma que las ecuaciones generales de la parábola son: 


Para la parábola horizontal: Cy? + Dx + Ey + F =0 
Para la parábola vertical: Ax? + Dx + Ey + F=0 


EJEMPLOS . 
E + Determina la ecuación de la parábola en su forma general, si las coordenadas de su foco son F(4,—3) y la ecua- 
/ ción de su directriz es y = 1. 
Solución 

Primer metodo. Directo de la definición de parábola. 

Si Роху) es un punto que se mueve sobre la parábola. por definición se sabe que [FA =| PA] es decir: 


= + _|Ахт+Ву+С\| 
yaya 


AHF 


La directriz puede verse en la forma y — 1 = 0, por lo tanto, л = 4,k + p= -3,A=0,B =1 YC = 1. 
Al sustituir los valores, se tiene: 


1] 

Jay +7 E 

+ 7] vO? +01)? 
Al resolver resulta: 

(Vaa toa) 

(4) +(y +3) 


8 +16+ ر‎ +6у+9— y +2у— 
22 84 +бу+2у+25— 


Ecuación general de la parábola 


o 0 ) соп eje paralelo al eje y. 


Segundo método. Se convierte la segunda ecuación ordinaria a la Forma general 


El eje de la parábola contiene los puntos del foco, vértice, este último es el punto de intersección del eje de la 
parábola con su directriz, por lo que las coordenadas de А son (4,1). 


Como el vértice es el punto medio del segmento AF, resulta: 


Xa +e 
عو ر‎ 

4+4 8 
1=——=3 
h=4 


Las coordenadas del vértice son V(4,—1). 
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Dado que la directriz es paralela al eje xy que el eje de la parábola es paralelo al eje coordenado y, laecuación 
de la parábola es (x — AP. = 4р(у — k). 


Al sustituir las coordenadas del vértice en la ecuación anterior, resulta: 
(х4? =4p y1) 


Las coordenadas del foco para la parábola de vértice fuera del origen con eje de simetría paralelo al eje y, 
son F(h, К} р) y el foco es F(4,—3), resulta: 


күр=-3 
p=-3-k 
De las coordenadas del vértice, se tiene que К = —1 
P=3-(-D=-3+1 
р= 2 Como < 0. la parábola se abre hacía abajo. 
Al sustituir el valor de p en la ecuación de la parábola, resulta: 
-PHYA 


ГРИН } Ecuación de la parábola еп 


su segunda forma ordinaria. 
Al desarrollar la ecuación anterior, resulta: 

`1 -ах+1б=-Ву-8 
8x+8y+1618=0 
FR 8y124=0 } 


Ecuación de la parábola еп su forma 
general. 
Se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 


je-Determina la ecuación de la parábola cuyo lado recto es el segmento comprendido entre los puntos M(3,5) y 
NG,-3). 


Solución 


Como M y N tienen la misma abscisa, se trata de un segmento vertical, por lo tanto, el eje de la parábola es 
horizontal y su ecuación es: (y — K? = 4р(х — A) 


248 


UnipaD З 


las cónicos 


Соп los puntos dados, se determina la longitud del lado recto, es decir: 
d4=LR= Ха AO Y 
LR= JB- з + (5+ з)? = (0)? + (87 = 6F 
LR=8 


Por definición se establece que el lado recto es: LR = |Ар| = |8|, al sustituir en la ecuación de la parábola, 
se tiene: (y — K? =+ Br — h). 
Como los puntos dados pertenecen a la parábola, resulta: 


Para M Para N 
(5 R= 183 h) (1) (3 RP=- h) (2) 


Considerando el signo respectivo: 


(5-6 =83 — № 63- = № 
25 10k 14 =24 8h 916k1/2=24 8h 
R- 10k + ВА 4+ 25 24=0 K 46k + 8h +9- 24=0 
F— 10k +8h+1=0 (14) F 16k + 8h- 15=0 (24) 
(5 — 60 = -86 – Й) (-3 – =G- h) 
25 — 10k + K = -24 + 8h 94 6k + K= —24 + 8h 
F -10k -8h +25 +24 =0 K+ 6k- 8h +94 24=0 
# 10k — 8h 449 =0 (18) F 6k 82133-0 (2B) 


La ecuación (24) se multiplica por —1 y se resta la ecuación (14), es decir: 


A — 6%—В8К+15=0 
4 10k AGA I=0 ал) 

—16£+16=0 

16-4 


k 


-16 
Al sustituir el valor de k, en (24), resulta: 
F 1 6k 1 8h 15=0 Sh-8=0 
(Y 16D 1 8h- 15=0 8h=8 
146484- 15=0 nta 


Los valores A = 1 y Ё = 1 son las coordenadas del vértice V,(1.1) de la parábola. 


Se resuelve simultáneamente (18) y (28). La ecuación (28) se multiplica por — 1, resulta: 


A -6к+ MÍ 33=0 
KË -10k — MÍ +49 (2B) 
—16k+16=0 
—16 
-16 
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Al sustituir el valor de А, en (2B), resulta: 


K4 6k — Sh 4 33 
(1) + 60) — 8h + 33 
146-84+3=0 


Los valores h 


5 y = 1, son las coordenadas del vértice V;(5,1) de la parábola. 


Se sustituyen las coordenadas de los vértices V(1,1) у У,(5,1) en la ecuación de la parábola: 
O ®?—48(х hesdecin 
Para V¡(1,1) Para V(5,1) 


6-1 8-5) } Segunda forma 


egunda forma 
8-1) ) каем 17 


O 2911-8: 8) 


P- 2у11= 8140 


2er 9-0 Ecuación de FR 9-0 } Ecuación de 
у PIS ) forma general. ي‎ is forma general. 
Con la ecuación de la parábola (y — K? =4p(x — h), con el vértice V(1.1) y cualquiera de los puntos dados, 
se tiene: 
(у-®Ю?%—4рх—һ) 
(5—1#=4р3—1) Cuando p > O, la parábola se abre hacia la 
derecha. 
16 
8 
Con la ecuación de la parábola (y — K)? = 4р(х — h), con el véntice V(5.1) y cualquiera de los puntos dados, 
se tiene: 
(у= 02 =4pa— Io 
(5143-5) Cuando р < 0, la parábola se abre hacia la 
4 izquierda. 
== 2 
(| Е) 
) 


Para la parábola cuyo vértice es V(1,1), las coordenadas de su foco son: 
F(h + p.k) 
FIA 1 2), 1] = (3.1) 

Para la parábola cuyo vértice es У(5.1), las coordenadas de su foco son: 
Fh + p.K) 
б 2),1]—(31) 

La ecuación de la directriz para la parábola de vértice V(1,1) es: 


x=h-p 


UnipaD З 


las cónicos 


La ecuación de la directriz para la parábola de vértice VIS,1). es: 
x=h-p 
х=5 - (22)=5 02 
х=7 
таршапдо las ecuaciones de la parábola, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 
y 
= > 
1 А 
Ч El 
Š & 


Мі) 


VS. 


EJERCICIO 22 


1. Dotermina las coordonadas del foco, la ecuación do la directriz y la longitud del lado recto para cada una 
de las ecuaciones de una parábola dada y traza la gráfica correspondiente. 


1. = 20y 3. ж +12у=0 s 


2. p= 4. Y+8r=0 6. 2=18у 


Il. Determina la ecuación de la parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de su directriz y la longitud 
de su lado recto para la parábola con vértice en el origen, cuyo eje coincide con el eje x pasando por el 
punto indicado y traza la gráfica respectiva. 


1. K-24) 2. щл) 3. M64) 4. N9.-5) 


Il. Determina la ecuación de la parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de su directriz y la longitud 
de su lado recto para la parábola con vértice en el origen, cuyo eje coincide con el eje y, pasando por 
el punto indicado y traza la gráfica respectiva. 


1. K(4-2) 2. 415) 3. M(-4,-6) 4 N59) 


IV. Determina la ecuació 


de la parábola con vértice en el origen y foco el punto dado; encuentra los otros 
elementos y traza la gráfica correspondiente. 


1. F&O) РО, 4) 3. F(-60) 4. F06) 
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ENT V Determina la ecuación de la parábola con vértice en el origen, cuya directriz tiene la ecuación dada; 
correspondientes 


м. 


ми. 


ми. 


encuentra los otros elementos y traza la gráfica correspondiente. 
L x-5=0 Э, у=5 3. 1=-3 4 y+3=0 


Resuelve los siguientes problemas. 


1. Una cuerda de la parábolax? 4y = 0 es un segmento de la recta 2x 1 y | 3 = 0; determina su longitud. 


2. Determina la longitud de la cuerda focal de la parábola y? + 81 = 0 que es paralela a la recta 
3 у 7—0. 


3, Determina la longitud del radio vector del punto de la parábola х2 — 9y = 0 cuya abscisa es igual а 6. 
4. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el vértice y los puntos extremos del lado recto 
de la parábola: 
а 2-8) 


0 0) у 4=0 с) х +12у=0 а) ¥1 16=0 


5. Una circunferencia con centro en C(4, 1) pasa por el foco de la parábola х2 = 16у; demuestra que 
es tangente a la dirección de dicha parábola. 
3 


6. Determina la ecuación de la parábola de vértice en el origen cuya directriz es y + > = 0. 


7. Una parábola tiene vértice en el origen su eje coincide con el eje х y pasa por el punto M(-3,6); deter- 
mina la ecuación de la parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de su directriz y la longitud 
de su lado recto y traza la gráfica correspondiente. 


3 3 
8. Determina la ecuación de la parábola con foco el 0 y directriz x = 7 
Aplicando la definición de parábola, determina la ecuación de cada parábola a partir de los siguientes 
datos dados; reduce la ecuación a la primera forma ordinaria por transformación de coordenadas. 
1. Foco F(3,-5), directrii L 4, Foco F(34), directrizx — 1 =0. 
2. Foco F(3,0), directriz x = -3 5. Foco F(0,0), vértice V(2,0). 


3. Foco F(-1,1). directriz x+y — 5 = 0. 6. Foco F(0,6), directriz el eje х. 


Resuelve los siguientes problemas en plenaria discute el procedimiento de solución. 


1. Determina la ecuación de la parábola cuyo vértice y foco son los puntos 1—52) y F(-2.2), respecti- 
vamente; determina también las ecuaciones de su directriz y su eje de simetría; escribe la ecuación de 
la parábola en su forma general. 


2. Determina la ecuación de la parábola cuyo vértice y foco son los puntos V(4,-5), y F(4,—1), res- 
pectivamente: determina también las ecuaciones de su directriz y su eje de simetría; escribe la 
ecuación de la parábola en su forma general. 


3. La directriz de una parábola es larectay — 5 = 0 y su foco es el punto F(3.—1): determina la ecuación 
de la parábola en su forma general y sus elementos correspondientes. 


4. Ladirectrizdeuna paríbolacs larectax + 1 =0, y su vértice es el punto И.З); determina la ecuación 


de la parábola en su forma general y sus elementos correspondientes. 


5. Determina la ecuación de la parábola de foco el punto F(-2, 1) y cuyo lado recio es el segmento entre 
los puntos M(-2.2) y N(-24). 


6. Determina la ecuación de la parábola cuyo lado recto es el segmento entre los puntos M(-S.-3) y 
NM. 
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7. Determina la ecuación de la parábola con vértice en V2.3). con eje paralelo al de coordenadas y y que 
pasa por el punto M(4,5). 


В. Determina la ecuación de la parábola con vértice en 7x | Зу 4 = 0, con eje paralelo al eje x y que 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.» «+» + + 


pasa por los puntos М3, —5) y a 


Discusión acerca de si una ecuación de la forma Ax? + Dx + Ey + F=0 0 
Cy? + Dx + Ey + F = 0 representa о no una parábola; en caso afirmativo, 
determinación de sus elementos 


La ecuación de segundo grado en las variables ху у. que no contiene el término cruzado xy, se escribe en la forma: 
AX? + Су? 4 Dx 4 Ey 4 F = 0, y para ella se reconocen las siguientes cuatro casos. 


1. SIA =0, con C=0 y Е = 0, la ecuación corresponde a una parábola con eje de simetría paralelo al eje y, 
cuya forma general es: 


AF 1 Dx + Ey + F=0 


Una forma simple de demostrar que la ecuación anterior es una parábola, es completando el cuadrado 
enx, es decir: 


оме, #424 Ey Eo 
А А А 


Та última expresión corresponde a la segunda forma ordinaria (х — A)? = 4р(у — K), en la que 
Eip СВАЮ. 
44 4AE 


lo cual, es posible porque A = 0 y E= 0. 


La gráfica de Ax? + Dx + Ey + F—0, con A = O y E = 0, 
es una parábola con eje de simetría paralelo al eje y. 
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2. SiA=0,con C=0 у E = 0, la ecuación resultante Ax? + Dx + F = O representa: 
a) Dos rectas distintas, paralelas ûl eje y si D° — 4AF > 0. 


La ecuación tendrá dos raíces reales y desiguales, es decir, г y гъ, si su discriminante D? — ААР es 
positivo. Así, 


Аа т) r)=0 


Su solución consiste en dos rectas verticales distintas, cuyas ecuaciones son х = г ух = т. 


b) Una sola recta paralela al eje y, si D? ААР = 0. En este caso el discriminante es coro, la ecuación 


Az? + Dx + F = 0 tiene una raíz real doble r, es decir: 


AR- 


Su solución consiste en una recta vertical cuya ecuación es x 


¢) Ningún lugar geométrico, si D? — 4AF < 0. Las raices de la ecuación Ax? + Dr + F =0 son complejas. 


Si A =0, con C = 0у D = 0, la ecuación resultante es Cy? + Dx + Ey + F=0 que representa una parábola 
cuyo eje de simetría es paralelo al eje x. 


Una forma simple de demostrar que la ecuación anterior es una parábola, es completando el cuadrado 
en y, es decir: 


Al separar términos: 


yl, 

Ы Є 

ран 

e e 

DE. 2f F 
(+ =el tD ac 


La última expresión corresponde a la segunda forma ordinaria (y — k)? = 4р(х — K), en la que 
D 4CF-E 

„= э „Ж ЕЕ. 
ас аср 


. lo cual, es posible porque С = O y D = 0. 


La gráfica de Су + Dr + Ey + F=0,conC=0yD=0, 
es una parábola con eje de simetría paralelo al eje т. 
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4. 51А = 0, соп C=0 у D = 0, la ecuación resultante representa: 


a) Dos rectas distintas paralelas al eje x, si Е? — АСЕ > 0. La ecuación Cy? + Ey + F — 0 tendrá dos 
reales y distintas, es decir: 


Су оту r =0 


Su solución consiste en dos rectas horizontales distintas. 
cuyas ecuaciones son y— r; y y 


b) Una recta paralela al eje x, si E? — 4AF = 0. La ecuación resultante liene una raíz real doble, es 
decir: С(у — 1* =0. 


Su solución consiste en una recta vertical cuya ecuación es y 


с) Ningún lugar geométrico, si E АСЕ < 0. Las raíces de la ecuación Cy? | Ey + F = 0 son 
complejas. 


-Demuestra que la ecuación 3y? | 36 30у + 111 =Orepresonta una parábola y determina las coordenadas del 
vértice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje de simetría, la longitud de su lado recto y traza la gráfica 
correspondiente. 


Solución 
La ecuación dada es de la forma Cy? + Dx + Ey + F = 0, que representa una parábola con eje de simetría 


paralelo al eje x. 
Al reducir la ecuación Зу + 36: — 30у + 111 = 0 a la segunda forma ordinaria de la parábola, resul 


Y +12х—10у+37=0 


у2—10у=—12х—37 


у -10у+ 


= 7 (0) 
2 


10у +25 = -10х— 37 425‏ ر 


1925—12 


v-r 
@—5#——12х+1_ } Segundaccuación ordinaria de la parábola. 


De la ecuación anterior, se determinan las coordenadas del vértice de la parábola, es decir: V(-1,5). 


De la misma ecuación se tiene que: 4p=-12 


-3 Comop<0, la parábola se abre hacia la 
izquierda. 
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Las coordenadas del foco son: 


La ecuación de la directriz es: 


Fih + p.k) 
F{~1 — 3),5] = (~4,5) 
х=һ-р 
к=-1-(—3)=-1+3 
x=2 


Como el vértice V(—1,5) у el foco F(—4,5) están sobre el eje dela parábola y es paralelo al eje.x, su ecuación 


esy=koy=5. 


La longitud de su lado recto es: 


Al usarlos parámetros anteriores se elabora la gráfica correspondiente: 


y 


=2 


Diretariz x 


Eje local 


Determinación de la ecuación de la paróbola a partir de tres condiciones dadas 


Las dos formas de la segunda ecuación ordinaria de la parábola (х — A)? = 4p (y — k) y (Y 


KF =4p (r = 0), 


contienen tres constantes arbitrarias independientes, que son: A, k y р; de la misma manera, las ecuaciones de 


la parábola en su forma general, x? + 2, A = 


Е ЕЁ оуу + От. Ey +2 — 0, contienen también tres 
Y с с с 
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рага la primera ecuación; para la segunda ecuación 


Por lo anterior. la ecuación de la parábola en cualquiera de sus formas (segunda ordinaria y general) se 
obtiene al determinar los valores de las tres constantes respectivas. 


Dadas tres condiciones independientes que den lugar a tres ecuaciones independientes, las cuales están en 
función de las tres constantes arbitrarias y que al resolver el sistema anterior, es decir: 
Una parábola queda determinada de manera única si satisface tres condiciones independientes conocidas. 


EJEMPLO . 
7 “Determina la ecuación de la parábola cuyo eje de simetría es paralelo al eje y y que pasa por los tres puntos 
5 1-2,9), MIO) y NGA). 
Solución 
Con base en las condiciones del problema, se emplea la ecuación de la parábola en su forma general 


A+ Dx + ву FO, que se reducea? ВУНЕ 


A 


Se establecen las siguientes igualdades: D' = —, E'= la ecuación se expresa en la forma. 


a? | Dlx | Ely | F' =0, donde las tres constantes por determinar son Р/, El y Р. 


Como los tres puntos dados pertenecen a la parábola, sus coordenadas deben satisfacer la ecuación 
#1 Dx Ey ҮЕ —0. 


Соп base en lo anterior, se tienen 1 


tres ecuaciones siguientes correspondientes a los puntos dados. 


Para 12,9), se tiene: PA Dr FEY YF =0 
(2? + D(-2) + E(9) + F'=0 
20 +E +Е'=—4 (1) 


Para M(0,1), se tiene: X+ Dr 4 Ey4 F=0 
(024 D'(0) + E (1) + F=0 

E+F=0 (2 
Para N(3,4), se tiene: P4 Dx 4 Ey4 F=0 


i GP + DE) + EA) 4 F=0 
9+30 +4E FF =0 
3D 1 4E 1F 


20 


Al resolver simultáneamente las ecuaciones (1) y (3). La ecuación (1) se multiplica por 3 y la ecuación (3) 
se multiplica por 2 resulta: 


50 +27Е'! +3ЗЕ!=—12. 
SO +E +2Е'=—18 
35E'+5F'=—30 (4) 
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Al resolver simultáneamente las ecuaciones (2) y (4). La ecuación (2) se multiplica por 35, resulta: 


SÉ —35F'=0 
د‎ y SF! 30 


—30F' 


Al sustituir el valor de F” en (2), resulta: 


EY F=0 
Е+1=0 Е= 1 


Al sustituir los valores de Е' y Е' en (3), resulta: 


3D'4+4E' + F=-9 
3D 14-41 = 9 
3D'-441=-9 
3D'-3=-9 


Al sustituir los valores de las constantes D', E" y F', en la ecuación de la parábola en su forma general, resulta: 


# + Dr 4 Ey + F =0 
#4 2t (DY F1=0 


e oe y+1=o | Feuacion de la paribola 


en su forma general. 
Transformando la ecuación general de la parábola a su segunda forma ordinaria, se tiene: 


P-M41=y- 141 
(к-1ў=у ) Segunda forma ordinaria de la parábola. 


De la ecuación anterior, las coordenadas del vértice son: 
vao) 
De la misma ecuación, resulta: 


Como p > 0. la parábola se abre hacia arriba. 


Las coordenadas del foco son: Fih, k+ p). 
1-4) 
4 4 
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HES 


А 
4 


Сото el vértice V(1.0) y el foco Fl están sobre el eje de simetría de la parábola, siendo éste paralelo al 
eje y, su ecuación es x = f ох 


La longitud del lado recto es: 


ШИ 


A partir de la ecuaci 1, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 


G 


TEN A 
Н 
El p>o 

Е 
la 

мол, 

мол) 
OL. ГОЛУ ы 
Directrizy + 
п 


Relación de la ecuación de la parábola соп la ecuación general 
de segundo grado con dos variables 


La función cuadrática o ecuación general de segundo grado con dos variables, escrita en la forma 
y=ax + bx + с, donde a, b y своп constantes y a = 0. 

La ecuación de la parábola en su forma general Ax? | Dx | Ey | F=0, se representa gráficamente por la 
función cuadrática y = ax? + bx + ¢; que es una parábola de eje paralelo con el eje y. 

La ecuación y = а? + bx + c, transformada a la segunda ecuación ordinaria de la parábola es: 


3 Unoa 


GEOMETRA ANAINCA 


De esta ecuación, las coordenadas del vértice de la parábola son: 


'[ Жы 
2а 


Si a > 0, la parábola у = ax? | bx | с se abre hacia arriba, siendo su vértice un punto mínimo; la función 


cuadráticaax? | bx + c, tiene un valor mínimo igual a f £) cuando x= a (Figura 3.22) 
2a 


Si a < 0, la parábola у = ал? + bx + с se abre hacia abajo, siendo su vértice un punto máximo; la función 


ех 2 (арага 323) 
2а 


cuadrática ах? | bx | с = О liene una valor máximo. iguatafe 


у=а+рх+с 
а<0 
el vértice es máximo 


Figura 3.23 


De la misma manera, la función cuadrática con dos variables, escrita en la forma x = ay? + by + c, donde 
a, b y c son constantes y a = 0. 

La ecuación de la parábola en su forma general Cy? + Dx + Ey + F =0, se representa gráficamente por la 
función cuadrática х = ay? + by + с, que es una parábola de eje paralelo con el eje x. 

La ecuación x = ay? + by + €, transformada a la segunda ecuación ordinaria de la parábola es: 
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De esta ecuación, las coordenadas del vértice de la parábola, son: 


Sia>0, la parábola x= 


by + € se abre hacia la derecha, siendo su vértice el menor punto; la función 
ГА [2 
cuadrática ay? + by + c, tiene un valor mínimo igual а (~ qa) cuando y == (Figura 324). 
а, а 


Si a < 0, la parábola x 


n? + by + cseabre hacia la izquierda, siendo su vértice el mayor punto; la función 
b 


b 
cuadrática ау? + by + c, tiene un valor máximo igual af- ) cuando у= 


i; 3.25). 
а (Figura 325) 


y 


y 


Pardo y aT 


2 а<0 
аена el vértice fiene 
la menor abscisa ¡o 


Figura 3.24 Figura 3.25 


La discusión de la función cuadrática permite conocer sus puntos extremos y también los valores de la va- 
ане x o y para los cuales la función es positiva, negativa o cero. 

Si la gráfica de la función cuadrática es como se muestra en la Figura 3.22, donde la parábola interseca al 
eje x en los dos puntos diferentes Р, у P, cuyas ordenadas son cero y sus abscisas respectivas 7, y fa, son las 
raíces de la ecuación a? + bx +c = 0. 

La función anterior es negativa para los valores de x comprendidos entre г y 72; es positiva para los valores 
de x menores que гу y mayores que r 

De la misma manera, para la gráfica de la función cuadrática es como se muestra en la Figura 3.25, donde 
la parábola interseca al eje y en los dos puntos diferentes P, y Pz; cuyas abscisas son cero y sus ordenadas res- 
pectivas r, y г. son las raíces de la ecuación ay? + hy + ¢ = 0. 

La función anterior es negativa para los valores de y comprendidos entre г y г; es positiva para los valores 
Че y menores que гу y mayores que fa. 


EJEMPLO . 
E ' Determina el máximo o mínimo de la función cuadrática 4 + 16х + 19 y los valores de x para los cuales esta 
2 función es positiva, negativa y cero; traza la gráfica correspondiente. 

Solución 


|| La función cuadrática dada está representada gráficamente por la parábola у = 4 + 16x + 19. 
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Al reducir а la segunda ecuación ordinaria, se tiene: 
ar, 16r,19 


4 4 4 


++ 
4 


Completando el cuadrado en x, se tiene: 


De esta ecuación, las coordenadas del vértice de la parábola son V(—2,3); se sabe que а = 4. Cuando а > 0, 
la parábola y = 44° + 16x + 19 se abre hacia arriba, siendo su vértice un punto mínimo. 

La función cuadrática 4 + 16x 4 19, tiene un valor mínimo igual а 3, cuando х= —2. 

Para determinar los valores de т para los cuales la función es positiva, sólo es necesario encontrar los valores 
de х para los cuales la desigualdad 4° | 16x | 19 > 0 es verdadera. Es decir: 


La desigualdad es verdadera para todos los valores de x comprendidos en el intervalo -3 < х < 3. 


Para determinar los valores de x para los cuales la función es negativa, sólo es necesario hallar los valores 
de х para los cuales la desigualdad 412 + 16x + 19 < 0 es verdadera. 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


> 
т 
1 
| 
Š {оло 
258 
Esa 
К; 
А 
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Ejercicio 23 


1. Demuestra que cada una de las siguientes ecuaciones dadas representa una parábola y determina las 
coordenadas del vértice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje de simetria, la longitud de su lado 
recto; traza la gráfica correspondiente. 


1. а А 12x + 48y — 159=0 sebe los números 
д correspondientes 

2. буг +74 24у + 160 

3. 4 — 48x — 20y - 71 =0 genéricos 

4 | 41 2y 19—0 ET 

5. 4F — 20x — 24y + 97 =0 сс 

6. 3 41 6y18=0 

7. Зу? — 24х — 60y + 388 =0 


11. Determina la ecuación de la parábola cuyo eje es paralelo al eje coordenado x y que pasa por los tres 
puntos dados 


1. 143,1), M(8,4) y N(0.0) 4 45 2), м3 y N(2,2) 

2. 1(3,3), M(6.5) y М6,—3) 4 “E а) м JẸ | 
EV © к z 

3. L(-1,33),M(1,2) y N(=2,1) 6. L(2.3), М6, -1) y NG.5) 


Ill. Determina la ecuación de la parábola cuyo eje es paralelo al eje coordenado y y que pasa por los tres 
puntos dados. 


1. L(-421), M(-2,11) y М4,5) а L1), M(2.1) y NG.11) 
2. 10,5), M(4,5) y M(6,1 1) 5. L(-3,-6), МО.) y M12) 
3. 140,0), M(1.0) y N36) 6. 0, -3), M(2.3) y N(4,5) 


IV. Determina el máximo o mínimo de la función cuadrática dada y los valores de x para los cuales esta 
función es positiva, negativa y cero; traza la gráfica correspondiente 


L 4FI —3 б. 24 — 3 – 47 11. 4x 285 
2. д0 + 53 Tr 715144 12 FF 14r4 19 
3. 22 848 8. 6+9 13. 4401 — 100 
4. 12—22 —37 9. 12 +2 - 22 14. 2х2 10+ 8 
5. 8-02-16 10. 22 25-1 15, + 25-11 


М. Resuelve los siguientes problemas. 
1. Determina la ecuación de la parábola cuyo vértice es Ví4, 1) con eje de simetría en la recta y = —1 y 
pasa por el punto MG, 3). 
2. Determina la longitud de radio vector del punto de la parábola у? + 4x + 2y — 19 = 0, cuya ordenada es 3. 
з. Determina la ecuación de la parábola de eje paralelo у, que pasa por los tres puntos dados; emplea la 
segunda ecuación ordinaria de la parábola y comprueba el resultado por la ecuación de 1а parábola en su 
forma general. 


a) 13,5), M(13) y NC-2,15). б 1(-2,6),M(1,-5) y N2,-2). 
b) Ц2.3). МО2)у N.12). 
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4. Determina la ecuación de la parábola de eje paralelo al eje x que pasa por los tres puntos dados; emplea 


: la segunda ecuación ordinaria de la parábola y comprueba el resultado para la ecuación de la parábola 
A en su forma general. 
а) LOA). M40) y NO2.-2) с) M62), M20) y N62) 


b) 1-40), M(-1,3) y NO.2 
y 5. Demuestra que las siguientes ecuaciones representan una parábola, determina sus elementos y traza la 
gráfica correspondiente, 


a) y 4y- 6x1 


=0 d) у 3х 8у+22 


bx 8х 4у= 8 е) №125 - 4у - 11 = 
©) 2F - 10r-3y+8=0 Г) 4#—12х-12у+ 


0 
ба para la familia de funciones cuadráticas de x que tengan las siguientes 


6. Determina la expres 
características: 


аў Yan =5 раах=3 b) уш =4parax=-2 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente. 


Ecuaciones de la tangente y la normal a una parábola 


Dado que la ecuación de una parábola es de segundo grado, la recta tangente а dicha curva se determina por la 
condición de tangencia empleada en la circunferencia. Se consideran los seguientes casos. 


EJEMPLOS - 
4 *Determina la ecuación de la tangente a una parábola en un punto dado de tangencia. Es decir: 
Е а) Encuentra la ecuación de la tangente а la parábola у? = 4px en un punto cualquiera Руб) de dicha curva. 


Solución 
La ecuación de la familia de rectas tangentes que pasan por el punto dado es; 
y yı =m x) 
m representa la pendiente de la recta tangente que se busca. Al despejar y, se tiene: 


1 1 mx отд 


у + тё + ту + 2тху, — 2тхуу, 
mh? | may, 2лт®хх, Арх |у | mx? 
mex 4 (2туу — 2х — 4р)х + (y? mex 
Esta última ecuación está escrita en la forma ax? + bx + ¢ = 0, la condición de tangencia, es 


b? — 4a =0, es decir: 
(Qmy, — 2т?х — 4р)? — 4т(у} + пЁх} — 2тхуу) = 0 


AP + Atf +16р? — Emi] — 1бтру, +160 px, — PE — Ал + BA =0 


16n? px, _1бтру, , 169? _ g | Dividiendo entre 16р, 
16р 16p 16р la ecuación se reduce а: 
хиб ym f p=0 
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Al aplicarla fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, se tiene: 


+2 


ар 


Сото el punto dado Руху) pertenece а la parábola y? = 4px, sus coordenadas satisfacen dicha 
ecuación, es decir: 


7 -4р=0 
Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la fórmula general, resulta: 


ЕСЕЈ 
2% 2x, 


Al sustituir la pendiente en la ecuación de la tangente que se busca, se tiene: 


2x 
у-и тх) 


Эҗху — 2x1 = Ху — Хуу, 
DM 
DAX 


Al sustituir esta igualdad en la última ecuación de la tangente, se tiene: 
PS) 


рео 


yat) 
2p 
O) 
А 

=2рх+х) 
РА 
у= 28х+0) 


La ecuación de la recta tangente a la parábola y?=4pr en cualquier punto 
Руху!) de la curva es ууу =2p(x | ж). 
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b) Encuentra la ecuación de la tangente a la parábola x? 
Solución 


4py en un punto cualquiera Руху) de dicha curva. 
Por un proceso semejante al anterior, se tiene que: 
La ecuación de la recta tangente a la parábola? = ару en cualquier punto 
Русу) de la curva es x = 2p(y + у). 


2 es-Dotermina la ecuación de la tangente a una parábola dada, conocida su pendiente, 


а) Encuentra la ecuación de la tangente a la parábola y? = 4px que tiene por pendiente m. 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas tangentes que tienen la pendiente т en común, es: 
y=m +k 


El parámetro К representa el segmento que la recta determina sobre el eje y, cuyo valor se debe obtener. 
Al sustituir la igualdad y = mx + k en la ecuación de la parábola, resulta: 


у =4рх 
(mx + К? = Арх 
б? | 2mkx | R = 4px 
тї? + 2mkx — Арк + F = 0 
тї? y (Отк 4p + È= 0 


Esta última ecuación está escrita en la forma ax? + bx + c = 0, la condición de tangencia es 
b? — дас = 0, es decir: 


(mk Ap)? —4m?. 


=0 
Sex —16mkp +16 p — 4mKT =0 
—16mkp=—16p" 
16? р 
16mp т 


Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la familia de rectas tangentes que tienen la pendiente m 
en común, resulta: 


у=т+к 
ym +A Donde m=0 
т 


La ecuación de la recta tangente а la parábola ¥ = 4px, conocida su pendiente m, es: 
Р 


у= mx + Ё, cuando т = 0. 
т т 


b) Encuentra la ecuación de la tangente а la parábola x° = 4ру que tiene por pendiente m. 
Solución 
Por un proceso semejante al anterior, se tiene que: 


La ecuación de la recta tangente a la parábola х? = 4py, conocida su pendiente т, es: 
= mx — пёр, cuando m= 0. 
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Determina la ecuación de la tangente a una parábola dada que pasa por un punto exterior dado, 
Encuentra las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto M(-4,2) a la parábolay? — 4x бу + 17=0. 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto dado МС 42) es: 
Y NM д) 
у-2=тх+4) 


Donde el parámetro m es la pendiente de la tangente que se busca. Al despejar respecto a y y sustituir en la 
ecuación de la parábola dada, se tiene: 


y=24mr+ 4m 


P-a- 6y4 17=0 


(24 тх 4m)? — 4x 6(2 + me Ат) + 17= 
А | тїз? | 16m? | Amx | 16m | Brx Ах 12 6тх 24m | 17=0 
тїз 4 т?т — 2тх — Ax + 16m? — 8m + 9=0 
MÉX + (8m? — 2m — 4)x + (16m? — 8m + 9) =0 
Esta última ecuación está escrita en la forma ax? + bx + с = 0, la condición de tangencia es $? — 4ac=0, 
es decir: 
(Bm 2m 4} AMP (16и вт} 9)=0 
SAM + Am? +16 — 32 — 6Ат? + 16m— бй + 32 — 36m? =0 
96m + 16m + 16=0 
бт? =т—1=0 


Gm 4 12m – 1) =0 


Para m 


1 
y-2=-(1+4) 
э 3 ) 
2y-4=1+4 
х-2у+8=0 


Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto M(-42) a la parábola 
Y -4x—6y+17=0,sonx43y-2=0 y x-2y48=0. 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y 


= 


Diámotro do la parábola 


El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una cónica cualquiera, se deno- 
mina diámetro de la cónica especificada. 

Sea m la pendiente de las cuerdas paralelas, la ecuación del diámetro determinado por los puntos medios 
deellas es; 


Parábola: y = 4px Diámetro: 


атат 


Parábola: x — 4ру Diámetro: х= 


Para la ecuación general de la parábola Cy? + Dx + Ey + F = 0 y Ax? + Dx + Ey + F = 0, la ecuación del 
diámetro es, respectivamente, de la siguiente forma: 
(2)) 
2 З 


бг que pasa por los puntos medios de las cuerdas 


Determina la ecuación del diámetro de la parábola 
paralelas a larccta2x — 3y — $=0, 


La ecuación canónica o primera forma ordinaria de la parábola, es para este caso, y? — 4px. Al sustituir en 
la ecuación de la parábola dada, se tiene: 
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Al aplicar la ecuación del diámetro de la parábola y? = 4px, para los valores calculados de т y p, resulta: 
8 _24 


=12 


La ecuación del diámetro de la parábola у? = 16x definido por 
las cuerdas paralelas a la recta 2х — 3y — 5 = 0. 


Gráficamente, se tiene: 


TER 2 з ШШ 5 6 П 8 9 10 11 12 
O +4 +565 +692 +8 +894 +979 +1058 +1131 +12 +1264 +1326 +1385 


| 2 ө»-раеппїпа la ecuación del diámetro de la parábola? — 6x — 16y + 73=0. definido por las cuerdas de pendiente 
1 


3 


Solución 
Como la ecuación de la parábola dada ев de la forma general Ax? + Dx } Ey + F=0, la ecuación del diámetro 
de la parábola por aplicar es de la forma: 


(6) 


Al sustituir los datos correspondientes, se tiene: 
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La ecuación del diámetro de la parábola 2 — 6x —16y + 73=0esx - 1 =0. 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


¥ - êr -16y +73 =0 


eje de simetría _ 


>x 


Ejercicio 24 
1. Determina las ecuaciones de la tangente y la normal; las longitudes de la tangente, normal subtangente 


y subnormal, рага la parábola y el punto de contacto dados. 


1 iy: M2) 6. 2y +9=0;M(-63) 
2. ¥ 4x=0:M(12) E 12y - 8=0; mfo 2 
ч a 3 
ES к жу зол 6x 4y +17—0;М(75) 
A йж 9. у? + 4x 1 2у 19=0;М(13) 
a Ка: ibi 10. x2 + 12y 4 3 40=0;М(-43) 


Il Rosuolva los siguientes problemas. 
1. Determina la ecuación de la recta tangente a la parábola д? — 2y + 2x + 3=0 que es perpendicular a la 
: recta x+ 2y +7=0. 
Determina la ecuación de la recta tangente a la parábolax? 4x | 12y 
3r +9- 16=0. 


p 


Oque es paralela a la recta 


3. Determina las ecuaciones de la recta tangente a la parábola ¥ = 8x. cuya pendiente es —3. 


4. Determina las ecuaciones de la tangente y de la normal a la parábola a? = 5y en el punto de abscisa 3. 
s px pasa por el punto M(—8.4); determina la ecuación de su tangente paralela a la recta 
6. Determina la ecuación de la recta tangente a la parábola х? = —2у que sea paralela a la recta 


х-2у-4=0. 
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7. De la ecuación de la parábola y? 2х 1 6y 1 9 = 0, determina los valores de k para los cuales la familia 
derectas x + 2y +K =0: 


а) Сопап a la parábola en dos puntos diferentes. 
b) Son tangentes a la parábola dada. 
с) No intersecan a la parábola. 


8. Determina el ángulo agudo de intersección de la parábola у? = 2х, y la recta x — y = 4, en cada uno 


de sus puntos de intersección. 


9. Determina el ángulo agudo de intersección de la parábola ¥ — 4y — 4=0 y la circunferencia 
3 + у? — 25 = 0, en cualquiera de sus intersecciones. 

10. Demuestra que las parábolas л? — 4х — 4y + 4 = 0 ул? — 4x | Ву — 20 = 0 son ortogonales entre sí 
еп cada punto de intersección. 


11. Determina la ecuación del diámetro de la parábola л? = 16x para un sistema de cuerdas paralelas de 
pendiente 2. 


12. Determina la ecuación del diámetro de la parábola у: — 8r que pase por los puntos medios de las cuerdas 
de pendiente 2. 
i 3 
13. Determina laccuación del diámetro de la parábola y? — Ах — бу + 17 = 0 correspondiente a las cuerdas 
de pendiente —2. 


14. Determina la ecuación del diámetro de la parábola y" + 8r — 2y — 15= 
de pendiente 2. 


¡correspondiente a las cuerdas 


15. Determina la ecuación del diámetro de la parábola. 
de pendiente 1. 


2x — y + 1=0 correspondiente a las cuerdas 


16. Determina laccuación del diámetro de la parábola 8х | Ву | 24 = О correspondiente a las cuerdas 
1 
de pendiente. 
y 4 


Ill. Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto indicado а la parábola dada; encuentra 
el ángulo agudo formado por dichas rectas. 


1. M33) ay? 31 8y + 10 =0 4. MC,-4) a =2y 
2. MIAMay + 3r — 6у +9 5. ML, a + Rr 2y + 10 =0 
3. Ml lay -x4+4y+6=0 6. M(-4,-1) ax + ох – 12у +57 =0 


закс e la sección ба respuestas correspondiente. 


+ PROBLEMAS DE APLICACIÓN 


Т 09-Un reflector está diseñado de manera que la sección transversal que pasa por su eje es una parábola con foco en 
la fuente de luz. Si el reflector mide 3 metros en la abertura y 1 metro de profundidad, determina a qué distancia 
del vértice se encuentra la fuente de luz. 


20 


Los animales, describen trayectorias parabólicas al bricar. La siguiente figura muestra el salto de una rana su- 
perpuesta a un sistema coordenado rectangular. La longitud del salto es de 9 metros y la altura máxima os de 3 
metros. Determina la ecuación que describa la trayectoria de un salto de la гапа. 
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El peso de un tramo de puente colgante está distribuido uniformemente entre dos torres gemelas coloca- 
das a una distancia de 200 m una de la otra y cuya altura es de 45 m sobre el viaducto horizontal. El cable 
que pende entre los extremos de dos torres tiene la forma de una parábola y un punto central más bajo está 
а una altura de 5 m sobre el camino. Supón que se introducen ejes coordenados como se muestra en el 
dibujo. 

a) Determina la ecuación de la parábola. 

b) Para soportar el puente se emplean nueve cables verticales igualmente espaciados fijos al parabólico, 

determina la longitud total de dichos soportes. 


| 


45m 


LE, г 


— on 


Un cohete sigue una trayectoria dada por la función cuadrática y = 2.4x — 0.0232, donde x es la distancia ho- 
rizontal en metros y y es la distancia vertical en metros, Traza la gráfica de la trayectoria mostrando la altura 
máxima que alcanza el cohete y los puntos donde у = 0. 


1 alternador de un automóvil genera potencia a 28 volts y tiene una resistencia interna de 0.40 $? (ohms). La 
potencia de salida está dada por la ecuación cuadrática Р = 281 — 0.40 Р. donde 7 es la intensidad de corriente. 


а) ¿A que intensidad de corriente genera la potencia máxima el alternador y cuál es ésta? 
В). Determina los puntos donde P = 0 y traza la gráfica de P contra I entre esos puntos. 


El reflector de un radio telescopio tiene forma parabólica, Ondade Onda de 
de manera que todas las ondas de radio provenientes del айо radio 
espacio que entren paralelas a su eje sean reflejadas a la 

antena en su foco. Si la sección eficaz del reflector está dada 
por la ecuación x? = 100y, donde г y y están en metros; 


а) Determina la altura de la antena en el foco. 

b) Determina las coordenadas del punto (x.y) mos- 
trado en el dibujo, en el que las ondas de radio se 
rellejanen ángulos rectos hacia el eje de la parábola 
(sugerencia, determina la distancia a la directriz). 
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7 ее Оа puente colgante está sotenido por 16 cables de 
soporte que penden de dos cables con forma de pará- 
bola y están colgados а dos torres de 50 т de altura 
separadas por una distancia de 400 m. Si los cables 
tocan el punto medio de la carretera entre los puntos, 


Cable de (200, 50) 


soporte 


encuentra: Carretera 


а) Una ecuación para la parábola que forma cada cable, 
b) La longitud total de los 16 cables de soporte. 


8 0s-El extremo de una manguera está situado sobre un muro vertical de 48 metros de GB, 


altura sobre el piso y éste arroja agua a una velocidad de 10 m/s en dirección vertical. 49 
El chorro de agua sigue una trayectoria parabólica, cuyo vértice se encuentra en el 30 
extremo de la manguera. 20 
а) Аф ncia del muro sobre el piso сае el chorro? РА 
b) ¿Cuál es la ecuación de la parábola? Е 


Sugerencia: usa las ecuaciones de movimiento de un cuerpo en caída libre que describen la trayectoria de un 
punto de coordenadas (x,y) que сае libremente. 

9 es-Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba а una velocidad de 30 m/s. su trayectoria está dada aproxima- 
damente por la ecuación cuadrática 5 — 301 — 160, donde $ es la altura en metros, sobre el piso en el instante 
t. ¿En qué instante golpcará la pelota el piso? 
Sugerencia: escribe esta ecuación en la forma ordinaria donde las coordenadas de un punto sobre la curva 
parabólica son (1,5). 

ТО es*Determina la altura de un punto de un arco parabólico de 24 т de altura y 36 m de base, situado a una distancia 
de 12 т del centro del arco. 


11 es-La trayectoria descrita por un proyectil lanzado horizontalmente, desde un punto situado а y metros sobre el 

277 (1—5) 
5 

desde el lugar de lanzamiento у g=9.81 пу? aproximadamente. El origen se toma como el punto de salida del 


suelo, con una velocidad v m/s, es una parábola de ecuación x’ `. donde xes la distancia horizontal 


proyectil del arma. Bajo estas condiciones зе lanza horizontalmente una piedra desde un punto situado a 6 metros 


de altura sobre el suelo; 


la velocidad inicial es de 100 m/s determina la distancia horizontal al punto de caída. 


12 өе. Un avión que vuela hacia el norte a una altura de 2 000 m y a una velocidad de 250 km/h deja caer una bomba: 
determina la distancia horizontal del punto de caída a la vertical del punto de lanzamiento. 

13 өе. п arco parabólico tiene una altura de 37.5 т y una luz de 70 m, determina la altura de los puntos del arco 
situados 12 m a ambos lados de su centro. 

14 өе-5е tira una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de 200 m de altura con una velocidad de 20 m/s 
determina la distancia del punto de caída al pie del torre suponiendo que el suelo es horizontal. 

15 es-El cable de una suspensión para un puente colgante adquiere la forma de un arco parabólico. Los pilares que los 
soportan tienen una altura de $0 m y están separados una distancia de 600 m, quedando el punto más bajo del 
cable а una altura de 15 m sobre la calzada del puente. Tomando como eje x la horizontal que define el puente 
у como eje y el de simetría de la parábola; determina la ecuación de la parábola y calcula la altura de un punto 
situado а 100 m del centro del puente. 
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Determinación de la ecuación de la elipse y su gráfica 
Definición 
Laclipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve еп un plano, de tal manera que la suma de sus distancias 


a dos puntos fijos de dicho plano es siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos fijos 
Los dos puntos fijos se denominan focos de la elipse. 


Elementos de una elipse 


v 
K 


y p 
Figura 3.26 


Sean F y Р” los focos de una elipse; la recta € que pasa por los focos se denomina eje focal, el cual interseca 
a la elipse en los puntos V y V’, denominados vértices de la elipse, la porción del eje focal comprendida entre 
los vértices, es decir, el segmento VV’ se denomina eje mayor: el punto С que está sobre el eje focal, es el punto 
medio del segmento que une los focos, se denomina centro de la elipse, La recta € que pasa por el centro de 
la elipse (С) y que es perpendicular al eje focal (€) se denomina eje normal, el cual interseca a la elipse en los 
puntos A y А', el segmento AA’, se denomina eje menor. 

Al segmento BB”, que une dos puntos distintos cualesquiera de la elipse, se le denomina cuerda: particularmente 
si una cuerda pasa por uno de los focos, tal como EE’, se denomina cuerda focal: una cuerda focal, tal como el 
segmento LE que es perpendicular al eje focal (€) se denomina lado recto; una cuerda que pasa por el centro de 
la elipse (C), Lal como el segmento DD”, se denomina diámetro de la elipse. Si Р es un punto cualquiera de la 
elipse, los segmentos FP y F'P que une los focos con el punto P se denominan radios vectores de Р (Figura 3.26). 


Ecuación de la elipse de centro en el origen y ejes de coordenadas de los ejes de la elipse 


Si consideramos la elipse de centro en el origen, cuyo eje focal coincide con el eje x (Figura 3.27): 


AOb) 


40.0) 
Figura 3.27 
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Como los focos F y F' están sobre el eje x y el centro O es el punto medio del segmento FF’, por lo que las 
coordenadas de los focos son F(G.0) y Ғ'1(С,0); donde с es una constante positiva, 

Si Рогу) es un punto de la elipse, por definición dicho punto debe satisfacer la condición geométrica de 
|FF ЕР =2a. donde а es una constante positiva mayor que la constante с. 

Por la ecuación de distancia entre dos puntos, resulta: 


ГЕ – [ооу 02 Ис э 
IFA = Ја-у 02 = ос у 


Рог la condición geométrica, se tiene: 


[FA HFA =2а 
Va Fy HOFF FF =2а 


Si el segundo radical se pasa al segundo miembro de la ecuación y se eleva al cuadrado la expresión, se 
tiene que: 


(бао FF] 
Aa ixte HF or 


Aa iate +? +H HHH 


(ery) 


HF 


т-их+е+у = 


Agrupando términos semejantes y simplificando, resulta: 


X- wry- SS = 


salar FY 


-4x -40 =a OE 
ato afat 


Si elevamos al cuadrado nuevamente toda la expresión, resulta: 


Санау =a fa FF FF) 


12 + Заехаў = а?[х+ ¢) + [| 


rara = a2 (2 + 2c + +y?) 
сад? + Ја +a = a? + PEK +a? + ay? 
ara a ae 


Pe-e y اود‎ Р 10), 


Сото 2а > 2с, es decir, а? > ¢, por lo que el resultado de а? — с? es un numero positivo que se representa 
por 2, estableciéndose que: 


Pa 


Al sustituir la igualdad anterior en la ecuación (1), se tiene: 


A) 
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Ecuación de la elipse con centro 
1 en el origen y cuyo eje focal 
coincide con eleje x 


w 


Discutiendo la ecuación anterior y por su construcción gráfica, se deduce que las intersecciones con el eje x 
son V(a.0) y V'( 4,0), que son las coordenadas de los vértices de la elipse; por lo anterior, la longitud del eje 
mayor es 2а y la longitud del semieje mayor (es) а. 

Las intersecciones con е1 eje y son A(0.b) y A/(0, — В). que son las coordenadas de los extremos del eje menor 
de la elipse: por lo anterior, la longitud de dicho eje es 2b y la longitud del semieje menor es b. 

Cabe mencionar que la curva es simétrica respecto a los ejes coordenados y al origen. 

Despejando y de la ecuación de la elipse, resulta: 

PUR 
ar 
x ву = 


pea 


Se oblienen valores reales de y, cuando a x se le asignan valores del siguiente intervalo: 
а<х<а 


Al despejar x de la ecuación de la elipse, resulta: 


Se obtienen valores reales de x, cuando a y se le asignan valores del siguiente intervalo: 
-b<y<b 


Por lo anterior, cabe mencionar que la elipse está limitada por el rectángulo que se forma con los lados de 
las rectas x = + a, y = + b, por lo que se establece que la elipse es una curva cerrada; por la misma razón: la 


curva no tiene asíntotas verticales ni horizontales. 
Como la abscisa del foco F es с, al sustituir x por с en la siguiente ecuación, se tiene: 


2542 E 
e 
a 


Por la relación В? = a ~c, resulta: 


PER کو وھ گے‎ 
a а а 


La longitud del lado recto рага el foco F es 7— ; de Та misma manera, 
22 


а 
Та longitud del lado recto рага el foco Ё' es 
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La excentricidad de una elipse, se define como la razón de la semidistancia focal (с) al semieje mayor (a); 


se representa por la letra e y su ecuación es е = ©. Por la relación В? = а® — €”, resulta: 


2 pa 
NN 
Al sustituir en la ecuación de la excentricidad, resulta: 
a2 
a 


Dado que с < a, la excentricidad de una elipse es menor que 1а unidad (е < 1). Como la elipse tiene dos 
Tocos, también tendrá dos rectas directrices. Si el eje focal de la elipse es el eje coordenado x, se tiene que las 
ecuaciones de las directrices son: 


Al considerar la elipse con centro en el origen, cuyo 
Directriz у= eje focal coincide con el eje y (Figura 3.28), se observa 
que los focos F y F” están sobre el eje y y sea el centro de 
la elipse del punto medio del segmento FF”, por lo que las 
coordenadas de los focos son F(0.c) y Р'(0. с). donde с 
ев una constante positiva. 
ray Si P(x,y) es un punto de la elipse, por la definición de 

la curva, p debe satisfacer la condición geométrica: 


7) 


Моа 


x [FP] + [FP] = 2а 
Donde а es una constante positiva mayor que с. 


Al aplic: 


el mismo procedimiento que condujo a 


determinar la ecuación += 1, se encuentra que la 


a 


уо, 


ecuación de la elipse соп centro en el origen, cuyo eje focal 
coincide con el eje y es: 


Figura 3.28 


Discutiendo la ecuación anterior y por su construcción gráfica, las intersecciones con el eje y son V(0.a) y 
(0.a), es decir la longitud del eje mayor es 2а y la longitud del semieje mayor es a. 
Las intersecciones con el eje x son A(D.0) y A/(—b.0). por lo que la longitud de dicho eje es 2b y la longitud 
del semieje menor es b. 
2» эһ? 
La longitud del lado recto para el foco F کا‎ también para ef foco F” es аА 


La excentricidad se determina por: e=£ — 
a 
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Al ser el eje focal de la elipse el eje coordenado у. que las ecuaciones de las directrices son: 


a а 
HA 
e 2 


+% =1, se denominan primera ecuación ordinaria de la elipse o de 
a 


Las ecuaciones E 


forma сапбпіса. ® 


EJEMPLOS - 


-Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor coincide con el eje х; si uno de los focos es el punto F(3.0) у 
f la excentricidad es igual a + determina las coordenadas del otro foco, las longitudes de los ejes mayor y menor, 
la ecuación de la elipse y la longitud de cada uno de sus lados rectos; traza la gráfica correspondiente. 
Solución 


Sean las coordenadas de los focos de la elipse Р(с;0) y (E.0); como uno de los focos dados es F(3,0), рог 
tanto, c=3. Así, las coordenadas del otro foco son F(-3.0). 


Si la excentricidad de la elipse es >, por su ecuación, resulta 


с 
eg щ1) = X3) 
13 a=6 
2 а 

Por la relación Б? = а? — e”, resulta: 
^ = (6° -BF 
P=30-9 ь= ду 
P=21 b=33 


La longitud del semieje mayor es a = 6 y la del eje mayor es 2a = 12; la longitud del semieje menor es 
b=34 y la del eje menor es 2b = 6Y3. 
Las coordenadas de los vértices de la elipse son: 


Va.0) y VEO a tesa 
e EEN } extremos del eje mayor. 
Las coordenadas de los extremos del eje menor de la elipse son: 
АО) у А'(0,—5) 
А(0,—3,/3) 


La ecuación de la elipse es: 


2702 + 36y? =972 о 314 108 
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La longitud de cada lado recto es: 


эю 
18= 
а 
120054 
бё 
18-9 
Las ecuaciones de las directrices son: х=+© 
е 
6 
qn 
2 


Despejando x de la ecuación de la elipse 247 | 4y? = 108; gráficamente se tiene: 


y MES e: зз > s 
+6 4588 4553 1489 4382 11.63 


тт! 
eje тусеш — 12 
o f 


>т 


[ 2 0+-Determina las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad, 


la longitud de cada uno de sus lados rectos para la elipse 251° + 16y*=400; traza la gráfica correspondiente. 
Solución 
Si la ecuación de la elipse dada, se divide entre 400, se tiene: 


25% 16у: 0 


De la ecuación resultante se hace notar que el denominador de mayor valor, siempre está asociado a la va- 
riable correspondiente al eje coordenado con el cual coincide el eje mayor de la elipse; рог lo tanto, el eje focal 
es el eje coordenado y. 
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De ta ecuación 22 +2 = 1, se tiene: 
16 25 


Las coordenadas de los focos som: 


FO, F(0,-0) 

коз) FO.) 
Las coordenadas de los vértices de la elipse son: 

уба y уа) 


Coordenadas de los 
уо, ү(о,—5 
ы Ca ) extremos del eje mayor. 
Las coordenadas de los extremos del eje menor de la elipse son: 
AbD y АСБ 
A40) y A40 
La longitud del semieje mayor es а = 5 y la del eje mayor es 2a = 
b= 4 y la del eje menor es 2b — 8. 


: la longitud del semieje menor es 


La excentricidad de la elipse es: e 


La longitud de cada lado recto es: LR = 22. 
a 


Las ecuaciones de las directrices son: 


у=+@ Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


e 
y 


y=+ 333 


25 
3 


3 
E Direcriz 
5 


Se genera una tabla de valores a partir de la 


Directriz 
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Ecuación de la olipso con contro fuera del origen 
y eje focal paralelo a uno de los ejes coordenados 


Normalmente se requiere determinar la ecuación de una elipse con centro fuera del origen coordenado y cuyo 
eje focal es paralelo a uno de los ejes del sistema coordenado. 
Considerando la elipse de la figura 3.30, su centro es 
el punto O'(4.k) cuyo eje focal es paralelo al eje de las x; 
donde 2а y 20 son las longitudes de los ejes mayor y menor. 
Si transportamos los ejes del sistema coordenado, ha- 
ciendo que el nuevo origen (O) coincida соп el centro de la 
elipse (А), se establece la ecuación de la elipse con relación 
alos nuevos ejes coordenados x' y y”, es decir: 


y 


хз уз 
ao 
5 Aplicar el siguiente pri i los ejes coordena- 
dos de un sistema se transportan a un nuevo origen O'(h,k); 
las coordenadas de un punto cualquiera P son (х,у) y 
(y7) antes y después de la transportación de ejes, respec- 
tivamente, las ecuaciones de transformación del sistema original al nuevo sistema coordenado son: (с = 4 + A) y 
YIR 
Al despejar para x y y”, se tiene: 


10) 


Figura 3.30 


} Segunda ecuación 
ordinaria de la elipse. 


Las coordenadas de los focos para la elipse con centro en el origen son F(C.D) y P(-C.0): para la elipse con 
centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje х son: 


Fh A cK) y F(h = ek) 


Las coordenadas de los vértices para la elipse con centro еп. 
el origen, son V(a.0) y V/(—a.0): para la elipse con centro fuera 
del origen y eje focal paralelo al eje x son: 


Vi + адуу V(h— ak) 


Las coordenadas de los extremos del eje menor para la 
elipse con centro en el origen son A(O,b) y A'(O,—b); para 
1а elipse de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje х, 
son Ahk | b) y Ahk Б). 

Considerando la elipse de la figura 3.31, su centro es el punto 
0'(h.k) cuyo eje focal es paralelo al eje de las y; donde 2a y 26 
son las longitudes de sus ejes mayor y menor. Figura 3.31 
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Si transportamos los ejes del sistema coordenado, haciendo que el nuevo origen (0) coincida con el centro 
de la elipse (h,k), establecemos que la ecuación de la еНрве con relación a los nuevos ejes coordenados х7 y y 
ya 
¡+ 
ек у 
Por el principio de la transportación de ejes coordenados, expresado anteriormente, tenemos que: 
=r- hy =y- 0. 


Sustituyendo las igualdades anteriores en la ecuación de la elipse (3), tenemos: 


13) 


Segunda ecuación 
ordinaria de la elipse. 


(MF 


Las coordenadas de los focos para la elipse de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje y, son: 
ЕК + c) y F(hk — с) 


Las coordenadas de los vértices para dicha elipse, son: Уй, | a) y УОК 
de los extremos del eje menor para la misma elipse, son: 


Alh + bk) y A'(h — b.k) 


también las coordenadas 


EJEMPLOS . 
5 
E -Los vértices de una elipse son los puntos У(9, 6) y V'(1, 6), la longitud de cada lado recto es —; determina 
© la ecuación de la elipse, las coordenadas de sus focos y su excentricidad. 

Solución 


Dado que los vértices МӨ, — б) y V'(1,— 6) están sobre el eje focal y de acuerdo con sus coordenadas, se observa 
que tienen la misma ordenada ~6, por lo tanto, dicho eje es paralelo al eje л; así, la ecuación de la clipse рог 
aplicar tiene la forma: 


г 


El centro de la elipse es el punto medio del segmento VV (eje mayor de la elipse), sus coordenadas son: 


x +3 
2 
h = 2 El centro es O (5.6). 


5 


Aplicar la fórmula de distancia entre dos puntos se determina la longitud del eje mayor de la elipse, es decir: 


d=W' =2а= [а +01 
2a= (91)? +(—6+6)* 
2а = \(Ву +(07 = 6F 


2= 
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La longitud del semieje mayores: — 2a=8 
8 2 
а 4y 16 
2 + 
А 22 9 
Dado que la longitud del lado recto es = > уа =4, se tiene que: 
эю 9 
4 2 
4b = 36 
-2 g b=3 } Longitud del semieje menor. 


La longitud del eje menor es 2b = 6. 
Las coordenadas de los extremos del eje menor son: 


Alhk + b) y Ahk — b) 
A(S.-6 + 3) А(5.—6— 3) 
A(5.—3) А'(5,—9) 
Por la relación b? ¢”, resulta: 
ese- i 
*=16-9 
£=7 y c= 
Las coordenadas de los focos de la elipse son: 
Fh +e) y Fh ck 
Е(5+/7,—6) Е'(5—.71,—6) 
YT 


La excentricidad de la elipse es: е= © = 0.6614 (610) 
a 


5۴ 


La ecuación de laelipse es = 


Al elaborar la gráhica correspondiente, se tiene: 


y 


о Eje menor 
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Los focos de una elipse son los puntos F(4, -2) y F(4, 6), y la longitud de su eje menor es 4/3: determina 
la ecuación de la elipse, las coordenadas de sus vértices y su excentricidad 


Solución 
Dado que los focos F(-4.-2) y F((-4, 6) están sobre el eje mayor y de acuerdo con sus coordenadas, se ob- 
serva que tienen la misma abscisa -4, por tanto. el eje focal es paralelo al eje у: así, la ecuación de la elipse por 


GM OA 
Pt 


aplicar tiene la forma: 


El centro de la elipse es el punto medio del segmento FF? (eje focal de la elipse), sus coordenadas son: 


h=4 = El centro es O'(—4,—4). 
Aplicar la fórmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud focal (2с) de la elipse, es decir: 


а=ЕР =2с= a —(у+ у) 


2= E +(—2+6)1 è -4 
2с= (OF +47 = 16 с=2 
22=4 


Dado que la longitud del eje menores 22 = 4/3, la longitud del semieje menor es b 
Las coordenadas de los extremos del eje menor son los puntos: 


АБ.) y Ah—b.k) 
A-4 +234) A 4-24, 4) 
Por la relación 02 = а? — с2, resulta: 


Pre 


Las coordenadas de los vértices o extremos del eje mayor de la elipse son los puntos: 


Vk + a) y ҮК = a) 
V4.4 4 4) (4.-4 — 4) 
узо) VEA) 

La longitud del eje mayor es 2a = 8 y la longitud del semicje mayor es a = 4. 

La longitud de cada tado recto es: 

1-20) _ 202 _ 24 
a 4 4 4 
LR=6 
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a 


Gráficamente, se tiene: 


Forma general de la ecuación de la elipse 
Al desarrollar las ecuaciones de la elipse escritas en su segunda forma ordinaria, se tiene que: 


а) Eliminando denominadores y desarrollando los binomios al cuadrado, resulta: 


w к? у 03 Б? — 2х + Му + а? (уг — 2ky + K) Б 
a PE Phe + PF + ay Lay + ae – а =0 


PF + ey- Uh – aky + FR + а а= 0 (4) 


AO эх + у + Py? Uy K) = аЬ? 
аё — даах FF + Py? — Pky + BR — =0 
а? + Py 2F hk Wy A ab? =0 (5) 


ах PA AP 


Para la ecuación (4), se establecen las siguientes igualdad 
6 


A= 


P; D = 20h, E = —20°k y F = PIP + aK? — at; sustituyendo resulta: 
Ecuación de la elipse con eje focal paralelo 

al eje x, escrita en su forma general. 

Para la ecuación (5), se establecen las siguientes igualdades: 


afret Drt Eyt rm } 


= Wh E> Pky F = а | PK ab: sustituyendo resulta: 
Ecuación de la elipse con eje focal paralelo al 


Ах? + CP | Dx 1 Еу F= 5 8 
Р eje y. escrita en su forma general. 


Los coeficientes A y C de ambas ecuaciones generales deben ser del mismo signo. 
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de la elipse en su forma general, si se sabe que su centro es el punto 0/(2,-4) y el vér- 
tice y el foco de un mismo lado del centro son los puntos V'(—2,—4) у Р 1,4), respectivamente; encuentra 
también todos los elementos de la curva. 


Solución 
Dado que el centro O(2,—4), uno de los vértices V(-2,-4) y el осо F(—1,—4) están sobre el eje mayor y de 


acuerdo соп sus coordenadas se observa que tiene la misma ordenada —4, por tanto el eje focal es paralelo al 
aa yO 
+ 
a [= 
Ya que el centro de la elipse ев О0О, 4) es el punto medio del eje mayor VV cuyos extremos son los vértices 
de la elipse, resulta: 


eje x; así, la ecuación de la elipse por aplicar tiene la forma: 


O =1v-2 
1y=442 
3y=0 


Сото la ordenada es -4, las coordenadas del otro vértice es V[6.-4). 
Dado que el centro de la elipse O(2, — 4), el punto medio del eje focal FF cuyos extremos son los focos de 


la elipse es: 
po (2 =x- 1 
3= 41 

=5 


Como la ordenada es ~4, las coordenadas del otro foco son F(5,-4), 
De la abscisa del vértice, se tiene: 


hta=6 } Sih=2, resalta: 


24a=6 
a=6-2 
j a=4 y 


La longitud del semieje mayor es а = 4 y la del eje mayor es 2a = 8. 
De la abscisa del foco, resulta: 


h+c=5 | Sih=2, resulta; 
21 5 


Por la relación В? — a? — с2, resulta: 


b?*=16-9 
b=7 ГЕ 
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Las coordenadas de los extremos del eje menor son: 
A(M,K4-D) 3 AU. kb) 
A(2,-4447) (2,447) 


La longitud del semieje menor es р = 47 y la del eje menores 22 = 24/7. 


тамаки کتک‎ ко EE 0 _1 


и и и 
сз 


La excentricidad de la elipse es 0.75 (e<1) 


y 


La ecuación de la elipse es E 


7 


Transformando la ecuación de la elipse de la segunda forma ordinaria a la forma general, se tiene: 
(х—2)? (y+ 
16 7 
70229 +16 +4) 
112 
Tè — 28x + 28 + 16y? + 128y +256 = 112 
TX? 4 16y? — 28x + 128y 4 284 – 112—0 


TA? 4169? — 28x + 128y + 172 = 0 } Ecuación de la elipse en su forma general. 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Eje menor 


o 
AC2.-4+ 1) 


A: 


vez 


e- El centro de una elipse es el punto O'(-4,6) y uno de sus vértices es el punto V(-4,10) y la longitud de cada 
lado recto es 6; determina la ecuación de la elipse en su forma general y todos sus elementos. 
Solución 
Dado que el centro O'(-4,6) y uno de los vértices V(—4,10) están sobre el eje mayor y de acuerdo con sus coor- 


denadas, se observa que tienen la misma abscisa —4, por tanto el eje focal es paralelo al eje y: así, la ecuación 
de la elipse por aplicar tiene la Forma: 
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ah? 
Га 
Сото el centro de la elipse O'(—4,6) es el punto medio del eje mayor УУ” cuyos extremos son los vértices 


de la elipse, tenemos que: 
wtw 


(0(6) = 10 + Yy 
2-10 


k 
2 

610+» 
2 


Сото la abscisa es -4, las coordenadas del otro vértice es V(-4,2). 


De la ordenada del vértice, resulta: 
k+a=10 ) Sik=6.resulta: 


6+a=10 
a=10-6 


a=4 y а 


16 


La longitud del semieje mayor es a = 4 y la del eje mayor es 2a = ®. 


Dado que la longitud del lado recto es 22 —6 y a— 4, se tiene que: 
a 


P= 
B= } Longitud del semieje menor. 


La longitud del eje menor es 29 = 4,3. 
Las coordenadas de los extremos del eje menor son: 


A(h+b,k) y A'(h—b,k) 
A(-4+2/3.6) ۸4'(-4-23.6) 
| 
Las coordenadas de los focos de la elipse son: 
Fk 40) y кк с) 
F(-4.6 +2) F(-46 — 2) 
KAA F(-44) 
م31‎ 


1 
La excentricidad de la ойрве es € 5 
a 4 2 


La ecuación de la elipse es EA , 0% 
12 16 
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Transformando la ecuación de la elipse de la segunda forma ordinaria a la forma general, se tiene: 
EE g-o 
12 16 
16(х +4? + 
192 

1602 + 128x + 256 + 12y? — 144у +432 

16 4 12y? + 128x — 144y + 688 — 192=0 
1612 41272 4 D8r— 144y 44960 } Al simplificar 
Ecuación de la elipse 
en su forma general. 


42 4 3y 4 З0х 36y + 124=0 ) 
Gráficamente, tenemos: 
Eje mayor Elárea de la elipse se determina 


por la fórmula А = таб. 
Y4,10) 


La longitud del perímetro de la 
elipse se determina por la fórmula: 
174,8) 
ГА 
A 28.6) A(=4+ 243.6) 
s 3 Еп ambas fórmulas a representa 


la longitud del semieje mayor y bla 


ES) 


V4.2 


x 


Ejercicio 25 


1. Con ayuda de tu profesor, determina las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor 


y menor, la excentricidad y la longitud de cada uno de sus lados rectas; traza y discute las siguientes elipses. 


нё Y Tberbe los número 
ЕТ 
1. 4912 + 813? = 3969 + 
а ж 
y Competencias 
2. 6. TL genéricos 
4 5 
з. 7. 1222 4+8 = 96 Сеа: 
LF 


144 169 
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Resuelve en equipo los siguientes problemas y en plenaria discutan sus resultados. 


ы 


14, 


Determina la ecuación de la elipse cuyos vértices y focos se indican: 


а) V5.0), W(-5.0) y F30). F(-3.0) b) VODVO,-7) y F04), F(0,-4) 
Determina la ecuación de la elipse cuyos focos y excentricidad se indican: 

а) F(02),FU0, Dye- b) Е(5,0), Р/С 50ye 5 

Determina la ecuación de la elipse cuyos focos y la longitud de cualquiera de sus lados rectos se indican: 
a) 90543), F(0,-5 43) y LR=5 o о), 20) y => 

b) 13.0). 0-3.) y LR=9 d F(O2NT). F(0.-247) y LR=9 


Determina la ecuación de la elipse con centro en el origen, uno de sus vértices el punto У(0, -7) y que 


pasa por el punto my a encuentra todos los demás elementos y traza la gráfica correspondiente. 
Determina la ecuación de la elipse con centro en el origen y su eje mayor está sobre el eje x y que pasa 
por los puntos M(2,/2) y N(J6,—1). 

Determina la ecuación de la elipse con centro en el origen y su eje mayor está sobre el eje y y que pasa 
por los puntos ma $5) y N(-3,243). 

Determina la ecuación de la elipse que pasa por el punto м E) tiene su centro en el origen y su 


eje menor coincide con el eje y y la longitud de su eje mayor es el doble de la de su eje menor. 
Determina los radios vectores del punto Р|-,3) que está sobre la elipse 16° + 7? = 112. 
Determina la ecuación de la elipse con centro ей el origen, uno de sus focos en el punto F(3.0) y lon- 
gitud del semieje mayor igual a 5. 

Determina la ecuación de la elipse con centro en el origen, eje mayor sobre el eje y y que pasa por los 
puntos M(2.6) y NG.4). 

Determina la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos M(4.2) у 
NÇ 2.2) sea igual a 8. 

Determina la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (0. -2) es igual al 
doble de la correspondiente a la recta y — 8=0. 


Si Кез un número positivo, demuestra que la ecuación 4x? + Зу? = К, representa una familia de elipses 


сайа una de las cuales tiene excentricidad de Û, 


Determina e identifica la ecuación del lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de 
105 puntos de la circunferencia” + у? = 16 en la razón 1:4 (doble solución). 


Aplicando la definición de elipse, determina la ecuación que satisfaga cada una de las siguientes 
condiciones dadas. 


1 


Un foco en РО, 6) y e 


to 


Un vértice es V(0.9) y е = 


Un extremo del eje menor en ajo) y 


AF 
La longitud del eje mayor es 10 y la del eje menor es 8; los focos están sobre el eje т. 


2 
El lado recto mide В у uno de los extremos del eje menor es А04). 


El eje menor mide 12 y uno de los focos está en el punto F(0,8). 
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7. Pasa por los puntos МС 4.1) y М(3,2). 
8. Un roco en el punto F(0, 6) y la longitud del semieje menor es 8. 
IV. Determina la ecuación de la elipse en su segunda forma ordinaria que satisfaga las condiciones si- 
guientes; encuentra también todos los demás elementos y traza la gráfica correspondiente. 
1 
1. Vértices los puntos V(1,7) y V(1.1), su excentricidad es >. 
2. Focos los puntos F(4,2), F'(4,—2), la longitud de cada lado recto es б. 
3. Vértices los puntos V(9.6). V'(1.6), la longitud de cada lado recto es А 
4. Focos los puntos F(-3.8) y F((-3.2), la longitud de su eje menor es 8. 
5. Centro en 0/(2,1) y uno de sus vértices es el punto V(—3,1) y la longitud de cada lado recto es 4. 
6. Centro en 0/(4,2) y el vértice y el foco de un mismo lado del centro son, respectivamente: V'(4,—2) y 
Ед, 1). 


7. Centro O'(3, - 2), un vértice VIS, 2) y € 
8, Vértice V(8.3) y focos los puntos F(-2,3) y F'(6.3). 

9. Centro 071,2), eje mayor vertical que mide 6 y su eje menor es 4. 
10. Centro 0/61). un véntice VG.-2) уе = 


(8F | YFP 


а) + 


Din A санаа ар 


T 2 
a E9 (C 
18 я 
ar онар 
4 16 36 
М. Resuelve los siguientes problemas determinando la ecuación de la elipse en su forma general y traza 
su gráfica. 


1. Los vértices de una elipse son los puntos УС 3,7) y V(-3,—1), y la longitud de cada lado recto es 2; 
determina todos sus elementos y ecuación. 

2. Elcentro de la elipse O'(-1,2), uno de los vértices es V(—1,5) y uno de los focos el punto F'(—1,2—y5); 
determina todos los demás elementos y ecuación. 

3. Elcentro de la elipse O'(-3.2), la longitud del semieje mayor es 4 y la del eje menores б; determina 
todos los demás elementos y su ecuación. 

4. La coordenada de uno de los focos es F(8, 2+ J3), uno de los extremos del eje menor es A(9,-2) y 
uno de los vértices es el punto У(8,0); determina todos los demás elementos y ecuación 

VIII. Determina el área y la longitud perimetral de las elipses de los problemas | y V de este ejercicio. 


Discusión acerca de si una ecuación de la forma Ax? + Су? + Dx + Ey + F=0 

representa o no una elipse; en caso afirmativo, determinación de sus ele- 

mentos correspondientes 

La ecuación de segundo grado en las variables ху y que no contenga término en лу, escrita en la forma: 
Ах? + Су + Ох + Ey4 F=0 
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Al discutir la ecuación anterior suponemos que los coeficientes A y С deben ser del mismo signo (positivo) 
yqueA=C. 

Una forma simple de demostrar que la ecuación AF + Cy? + Dx + Ey + F = 0 representa una elipse consiste 
en reducirla a la segunda forma ordinaria de la elipse por medio de completar cuadrados. 

Al dividir la ecuación dada entre el termino AC se tiene: 


Dx, Ey +. Pe 
АС АС АС АС 

px Ea 
z AC A АС, 


0 Al ordenar términos. se tiene: 


Al factorizar, resulta: 


n= 
ta 24 Е 


АЕ? —4ACF 


s es decir: 


Analizando los siguientes casos, se liene: 


a) SiM >0, la ecuación (1) representa una elipse de la forma: 


D E 
24* 20) 


= 1, cuyo centro es el punto 0 

2с У ۴ | 
Si MC > MA, eleje focal de la elipse es paralelo al eje x; si МА > MC, el eje focal de laclipse es paralelo 
alejey. 

b) SiM=0, la ecuación (1) representa la gráfica de un punto único de coordenada | 
denomina elipse punto. 


с) Si М < 0, la ecuación (1) no representa ningún lugar geométrico real. 
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+ Analiza si la ecuacii 


2F 1 3 - Rr 18у + 29=0 representa o no, una elipse; en caso afirmativo, determina 
sus elementos correspondientes y traza su gráfica. 
Solución 


Reduciendo la ecuación dada a la segunda forma ordinaria de la clipse, se tiene: 
Al ordenar los términos. 


(212 вх) +(3y?—18y) 


20 } Sacando factores en el primer miembro 


24? —4х)+3(у* —бу, 


cota] 


-29 } Completando cuadrados en x y y 


+ 4» —бу+| + 


2(7 —4х+4)+3(у?—бу+9) = 204)-3(9)—29 


5 2 Al dividir la ecuación entre el 
20х27 +3(y-3}? =8 42729 ) produc de (203) 6 


20х20 


а -2) i ) Ecuación de la elipse en su 
segunda forma ordinaria. 


Dado que el segundo miembro de la ecuación resultante es mayor que сего, se deduce que la ecuación 
2% + Зу? — 8x 18у + 29 = 0 representa una elipse. 


ur 


De la ecuación 


+ resulta: 
2 
Las coordenadas del centro de la elipse son 0(2,3). 


Como el denominador de mayor valor está asociado a la variable correspondiente al eje coordenado paralelo 
al eje mayor de la elipse y a? > 27, resulta: 


ю—2 
b=y1 
El eje mayor es paralelo al eje de las x. 


La longitud del semieje mayor es a = v3 y la del eje mayor es 2a=24/3; longitud del semieje menor es 
b= 45 y la del eje menor es 22=242., 


Por la relación 02 =a? — œ, resulta: 
в 
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Las coordenadas de los vértices de la elipse son: 
V(h+a.k) y v'(n—a.k) 


v(24+43,3) v2.3) ) Coordenadas de los 
extremos del eje mayor. 
Las coordenadas de los focos de la elipse son: 


FA eK) y к – ek) 
F2+13) P- 13) 
кзз) ШЕЛ 

Las coordenadas de los extremos del eje menor son los puntos: 

A(h,k4-b) y A' (h,k —b) 
A(2.34 42) A'(2.3-4/2) 


La excentricidad de la elipse es € 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y Eje menor. 


vaa. 


je Determina la ecuación de la elipse que pasa por los puntos P(8,5), Q(12,1), R(26) y 5(—6.А) y tiene sus ejes 
paralelos a los ejes coordenados. 


Solución 


La ecuación de la elipse en su foma general Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0, que se reduce а: 


А! CY Dx Ey Е } Al dividir la ecuación entre 


ata Pa ATAT? } ecoeficiente "A", resulta: 
+ Ey Dr Ey 4 Eo 
АУТА 


UnipaD З 


E 


Al establecer las siguientes igualdades: С' F 


en la forma: 


rn la ecuación se puede expresar 


су рх Ey + Р =0 
Como los cuatro puntos dados están sobre la elipse, sus coordenadas deben satisfacer la ecuación 
Xx 4 CY + Dx + Ey + F' =0; donde las constantes С', D’, E? y Р” se deben determinar. 


Para P(8,5) (BY + CSP + D'(8) + E'G) + 
64 + 25C" + 8D 4 SE + 
25С' + 8D' + SE + 


P 
F 
F 
Рага 012,1) (2F + COP F D(2) + EN) +F 
1444 04 12D'4 E'4 ЕР 

СП 12D + ¥ F =-—144 (b) 
F 
Р 
F 
F 
F 
F 


Para R(2.6) (2 СЄ? + DO) + E'(6) + 
4 + 36C' 4 2D' 4 6E' + 
36С' + 2D' + 6E' + 


Para S(-64) (6F FC MP 1 D6) + Е) + 
36 + 16С' — 6D' + 4E' + 
16С' — 6D' + 4E 4 


Por simultáneas entre las ecuaciones (a) y (0). 
Si la ecuación (b) se multiplica por —1, resulta: 
—C'-12D'-E'- F'=144 
25C'+8D'4+5E'+ FP =-64 
DAC—AD'+4E'=80 (e) 


Por simultáneas entre las ecuaciones (b) у (с). 
Sila ecuación (¢) se multiplica por — 1, resulta: 


—36C'—2D'—6E'— F" =4 
C +12D'+E'+F' =-14 
—35С'+10р!—5Е' =—140 (f) 


Por simultáneas entre las ecuaciones (с) у (4), tenemos: 
Si la ecuación (d) se multiplica por ~1, resulta: 


—16С'++6р'—4Е'— Р! =36 
36C'+2D'+6E'+F' = —4 
20C'+8D'+2E'=32 (g) 


Por simultáneas entre las ecuaciones (e) y (f). 
Si la ecuación (e) se multiplica por 10 y la ecuación (f) se multiplica por 4, resulta: 


240C'— ДӨТ +40E'=800 
—140C'4 40D" —20Е' = —560 
100€C' 1 20E' = 240 (h) 
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Por simultáneas entre las ecuaciones (/) y (2). 
Si la ecuación (f) se multiplica рог 8 y la ecuación (g) se multiplica por 10, resulta: 


—2800' + BHI —40E' = —1120 
—200C'— BOD’ —20Е'=—320 


480C'—60E'= -140 


Por simultáneas entre las ecuaciones (Ж) e (1). 
Si la ecuación (л) se multiplica por 3, resulta; 


300C' + OE" 720 


Al sustituir el valor de С” en la ecuación (0), se tiene: 


—480C'—60E'=—1440 
—480(4) —60E'=—1440 
—1920—60E'=—1440 


Al sustituir los valores C" y E? en la ecuación (g), resulta: 


20С' + 8D' + 2E'=32 
20(4) + 8D' + 2-8) = 32 
8048D'—16=32 
8D'+64=32 


Al sustituir los valores de С, E' y [7 en la ecuación (d), resulta: 


160! — 6D' 4484 F' = —36 
16(4) — 64) 44 (8) + F’ = 36 
64 +24- 324 F=-36 
Р=-92 


Al sustituir los valores de las constantes С', Р/, E! y F", еп la ecuación de la elipse se tiene: 


Су Dx yA PO 


E BEH Fj E Ecuación de la elipse 


еп su forma general. 
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Reduciendo la ecuación resultante a la segunda forma ordinaria de la elipse, tenemos que: 


Р А Al factorizar el segundo término del 
(441) (4)? 8y) = 92 primer miembro de la ecuación 


(2—4) +4 —2y)=92 } Completando cuadrados en x y y 


ar 


(4x4) HA, 


+ 


у+1)=92+4+4 } Alfactorizar 


(27 +4y—1P =100 ) Al dividir ta ecuación entre 100 
4-1) _ 100 


(2 

100 

(х2) 
100 


Ecuación de la elipse en su 
segunda forma ordinaria. 


A partir de la ecuación anterior se calculan las coordenadas del centro de la elipse, es decir: 
Como el denominador de mayor valor está asociado a la variable correspondiente al eje coordenado paralelo 
al eje mayor de la elipse y como а > b?, se tiene que: 
? —100 25 
a= 10 b=5 El eje mayor es paralelo al eje de las х. 


La longitud del semieje mayor es а = 10 y la del eje mayor es 2a = 20; la longitud del semieje menor es 
b=5 y la del eje menor es 2b = 10. 
Por la relación Б? = а? — resulta: 


= ھی ھی‎ 
2=100 - 25 
25 y 
Las coordenadas de los vértices son: 
Ил + ak) y V( + ak) 
м2 + 10,1) vo- 10.1) 
пл) VERD } Coordenadas de los 
extremos del eje mayor. 
Las coordenadas de los focos de la elipse son: 
F(h+c.k) Еп с.к) 
F(2+543,1) y F'(2-543.1) 
Las coordenadas de los puntos extremos del eje menor son: 
Aki b) y Ahk b) 
AQI4 5) A(2.6) A(2,1- 5) А'(2,—4) 


La longitud de cada lado recto es LR= 


=1 J3 0.8660 (<) 


La excentricidad de la elipse es e 
5 10 2 
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Al elaborar la gráfica correspondientes, se tiene: 


| Eje menor 
| 
R26 


s64) 


F'(2+543.1) aay F(2+543,1) ON He 


EÛ 


[raa 


EJERCICIO 26 


Босо los números 
comespondientes. 


Se апа кена a a SERS 


Discute en plenaria sî cada una de las siguientes ecuaciones dadas representan o no una elipse; en caso 
afirmativo determina sus elementos correspondientes y traza su gráfica. 

L бе 49% 24х — 54у + 105=0 SE + 3 Ay 12= 0 

2. 9% + 4y? 18r + l6y-11=0 а? + 4y — Gr 4 16y 42 
Э. ар F 9y +32 — 18у +21 =0 


4F 9y F 32x 18y 437 
4. x 44y — 10x — 40y + 109—0 249 + 29 w 8y + 33-0 


0 


sona 


. Determina en equipo la ecuación de la elipse que pasa por los cuatro puntos dados y cuyos ejes son 


paralelos a los ejes coordenados. 

1. P(4.0), Q(1,- 1), R(0,1) y 502,2) 2. P(-8,33), 0-24), R(8,-1) y S(6.-4) 

Resuelve los siguientes problemas. 

1. Determina la ecuación de la familia de elipses que tienen un centro común 0'(2,3), un eje focal común 
paralelo al eje y, la excentricidad es igual a 1; traza la gráfica de la familia de elipses para tres valores 
diferentes del parámetro. 

2. La ecuación de una familia de eclipses es 4F + 9у? + ax + by — 11 
de la familia que pasa por los puntos P(2,3) y 0(95.1). 
Determina las longitudes de los radios vectores del punto P(2,1) de la elipse 274° | Зу? — 54x — 6y +3 


0; determina la ecuación del elemento 


2 o 

4. El punto medio de una cuerda de la elipse Зл? + 12y?— 18x — 24y — 9 = 0, en el punto M(5,2); determina 
1a ecuación de la cuerda. 

5. Determina el lugar geométrico de los puntos Р(х,у} cuyo producto de las pendientes de las rectas que unen 
P(x,y) con los puntos fijos Q(3.—2) y R(-2,1) es igual a ~6. 

6. Encuentra e identifica la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su 
distancia del eje x es siempre igual al doble de su distancia del punto R(2.3). 
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Ecuación de la tangente y normal a una elipse 


Dado que la ecuación de una elipse es de segundo grado, las rectas tangentes a dicha curva se determinan por la 


condición de tangencia empleada en la circunferencia y en la parábola. 


EJEMPLOS . 

E -Determina la ecuación de la tangente a una elipse dada en un punto dado de tangen 

E a) Encuentra la ecuación de la tangente a la elipse 07%? + а?у? = 4707 en un punto cualquiera убху) de 
dicha curva. 
Solución 


La ecuación de la familia de rectas tangentes que pasan par el punto dado es y — у, = тих — x). 
Donde, т es la pendiente de la recta tangente que se desea delerminar; al despejar respecto a y, resulta: 


у=у + mx — mx, 
Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la elipse, se tiene: 

B 4 ву — ай 

AA + me = mx 

WÈ Hay + nPF +} nx? 4 2тху, — 2тхуу, 


+ аёт? \ 4 la may, — may — 2и°тЁлх\ 
DE 4 PnP + Заѓтху, – Зат? + Py? + dem? — Za 
@ | an yal | (Lamy 2a mix) | (ay? anta 2P may, 


Esta última ecuación está escrita en la forma аз? + bx + 
se debe cumprobar el discriminante b? — 4ac = 0, es decir: 


0: aplicando la condición de tangencia. 


Отуу -2a mix? – А А anè) (ay amar? amey, — @ФРу=0 
ery — BPAY, + BRT — а?у — Аат? > + Bao ma y, + 40D" 
MES — Зат 1 BA + Зат =0 


Al dividir la ecuación entre 44202, resulta: 


data? anta, SP, 4b A 

sabi агр 4a?b? аар аар 

а?т? — т?хр + 2тхууу +b? — у 

(а? –хр)т? + (2луу)т (0? — у?) =0 

Aplicando la Fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, se tiene: 


-byb 400 
2а 
_ —2му уху? 
2 24а? —х?) 
2 2 Al factorizar el 
_ 2 [guest ao? ну? + 407040897 } удас 
20° 1 los términos 


y ay) 
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Сото el punto dado Р(х,у) pertenece a la elipse b= + aly?— a, sus coordenadas satisfacen 
dicha ecuación, es decir: 
эх? ү Py? e 
эх? ү ay? — ай? =0 
Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la fórmula general, tenemos: 


ому A aa) _ Any +O лм 


Aa x) 2x) Za) | 


AI sustituir la pendiente [m == sn la ecuación de la tangente por determinar, tenemos: 


у-у = MX) 


ay- dy dy y 
ауу) = ayy) 


bx +a? 
De la ecuación êri? 4 ay? = a, se tiene а2 FY a sustituir esta igualdad en la 


última ecuación de la tangento, resulta: e 


COI) 
(pares 


>? оао 


(br? Hay? (y 11) = y) 


жауу bx) = уа 
ayy + bn = х2 + а?у? 


а?у, al sustituir en la ecuación anterior, se tiene: 


ayy, + ху = а 


Pa | ауу de 


La ceuación de la recta tangente а la elipse 22 | ау? = ab? en cualquier punto 
Pt) de la curva es Dax, + ayy, = 0207. 


b) Encuentra la ecuación de la tangente a la elipse 2212 + 05у = gb en un punto cualquiera P,(X,,y y) de 
dicha curva. 

Soluci 

De la misma manera que se hizo en el inciso а), se establece que: 


La ecuación de la recta tangente a la elipse dè? + 52 — ab? en cualquier punto 
P(t) de la curva es axx, + ууу = Pb. 
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2 es: Determina la ecuación de la tangente а una elipse dada y que tiene una pendiente dada. 
a) Encuentra la ecuación de la tangente a la elipse ba? Fay = 207 que tiene por pendiente т. 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas tangentes que tiene la pendiente m en comúnes y = mx + k. 


El parámetro k representa el segmento que la recta delermina sobre el eje y. cuyo valor se debe 
determinar. 


Al sustituir la igualdad у = ma: + К en la ecuación de la elipse, se tiene: 
BE + у? = PF 
Pala = PF 


PF 4 PPE + mx t P) =P 
TS — a? — 0 
(b° +a? + туд? + (24° ктух + (FF — at?) =0 


Esta última ecuación está escrita en la forma ax? + bx | с = 0; aplicando la condición de tangencia, 
se debe comprobar el discriminante 6? — 4ас = 0, es decir: 


Qakmy — 4? +m? уа?! — 
E даа" — APT +аа' bm? = 0 
GOGO | Яа! рше ao y | Al dividir la ecuación 
OTE entre aè”, resulta: 


-P Ham? =0 


ё =ат +b 
к= +уа?т? +02 


jas tangentes que tienen la pendiente m 


AI sustituir esta igualdad en la ecuación de la familia de re 
en común, resulta: 


Las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse Da? + Py? = ab? 


que tienen pendiente mes у= тх+./дїт? +H. 
b) Encuentra la ecuación de la tangente a la elipse аз? + 1%? = qb? que tiene por pendiente m. 


| Solución 


De la misma manera que se hizo en el inciso a, se establece que: 


р Las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse av? + by? = ah? 
que tienen pendiente m es у = тх + bm? + a 


j$- Determina la ecuación de la tangente а una elipse dada y que pasa por un punto exterior dado. 
а) Encuentra las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto PG, 1) ala elipse 2F 4 37 xy 5=0. 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto dado PG, 1) es: 
узу =щх=ху) 
y +I=m(x-3) 


Donde m es la pendiente de la tangente buscada; al despejar respecto a y y sustituyendo en la ecuación 
de la elipse dada se tiene: y = mx — 3m — 1. 
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2F | З(тх 3m Px (тх 3m 1) 
DE 4 3Ê 4 9те + 1 — Gm?x — 2тх + GM) + x mk + 3m4 1 
2 + 3m? +} 2700 + 3 — 18лх — бтх F 18m +x mc + 3m +1 
2 + За? | x — Tmax — 18и 4 2708 + 21m 
(243m (1 — Tm — mx 4 (270? + 21m — 1) =0 
Esta última ecuación está escrita en la formaa + br + € = 0; aplicando la condición de tangencia, 
se debe comprobar el discriminante /® — 4ас = 0, es deci 
(1 Tm 18m A2 }3лёу27лё }21т 1)=0 
1449m? + 3247" — 14т — 36m? + 252" — 216т? — 168m +8 PH 25207 +12? =0 
191 m? — 182m 9—0 } Al multiplicar por —1 
191 т? + 182m ~9 =0 } Al resolver por fórmula general 


b+ Jb —4ас 
2a 


1824/33 12441909) _ —182+/40 000 _ 1824200 
2191) Е 382 382 

18 82 382 
382 è 382 382 


Al sustituir los valores encontrados en la ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto 


dado, resulta: 
Tame Para m=-1 
191 3 y HIM) 
ya) у+1=—х+3 
x+y-2 


191(y+1)=94—3) 
191y+191=9x—27 
9х —191y 218 
Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(3,—1) a la elipse 
2F F3 y — 5 —Dsom Or — 191у — 218=0yx 4 0 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: y 


<% 
1 
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Diámotro do la olipso 
El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas а una elipse, se denomina diámetro 


de dicha cónica. 
Si la pendiente de las cuerdas paralelas es т, la ecuación del diámetro determinado por los puntos medios 


de dichas cuerdas es: 
Px 


ат 


} Sila elipse es + 
т 


= } Sila elipse es + 
Е Рт СА 


a 


Рага la ecuación general de la elipse AF + Cy? + Dx + Ey + F=0, la ecuación del diámetro es: 


(ac) пон 2) о 
2 2 


EJEMPLOS 
3 7 = дә 
+ Determina la ecuación del diámetro de la elipse гч Z= correspondiente a las cuerdas de pendiente 3. 
il Solución 
Сото la ecuación de la elipse dada es de la forma =1. la ccuación del diámetro de la elipse dada tiene 
la forma у= 0х, 
Dm 


Al sustituir los datos correspondientes. se tiene: 


12y=-9x 
зу 4y =0 


=1 es 3x + 4Y =0. 


La ecuación del diámetro de la elipse 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


x 

о 

+1 |1259 
ү az |o 

21.88 | 41 

1149 | 42 
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Determina la ecuación del diámetro de la clipse 347 + y? + 4х — 2y — 3 = 0 correspondiente a las cuerdas de 
pendiente 1. 
Solución 


Como la ecuación de la elipse dada es de la forma general, la ecuación del diámetro de la elipse por aplicar 
tiene la forma: 


Al sustituir los datos correspondientes. se tiene: 


| 


La ecuación del diámetro de la elipse 3X? + у? + 4x — 2y 3 = Des 3x +y + 1 =0. 


EEE 


3x12y+ y 1—0 


зл ру+1=0 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Ejercicio 27 
; L Determina las ecuaciones de la tangente y la normal y las longitudes de las tangentes normal, subtan- 
gentes y subnormal, para las siguientes elipses en el punto de contacto indicado. 


1. 2F | 3у? 5 = беп Р(1,—1). 6. 2? | 4y=4enPQ0). 
z 2 
2. 1607 1 9? = l44en 12), T ау = ана) 
3 8. a2 44y? Ar 8y — 92 — 0 en А85) 
3. ө Fy? = 18 en 2-13) э. эё} 2 Br } 4у= беп Р). 
ARETE 725) 10. 1364297 — 517-15) — =e POD. 
3 11. #2 +4 4 2r 1274 6=0en 2-3 5 


5. 25ё + 109 =400 en P|2 | > 
z 4 12. 4Y +32- 18y +37=0€0 
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II. Determina las ecuaciones de la recta tangente de pendiente dada a cada una de las siguientes elipses. 


в. 


4y 1 5y = By Mm =2 


3 


х 44y = 100 m 


$ 

5e4y=5ym=2 

258 | 16 + 150x — 128y - 1 П9 =0ут= 
2 


Ф 


р? 15у: = 0ут= 2 
3 


14у — бс + 8у – 45 = 0ут= — 


5 
3 
+ 9 — 24r- 54у + 51=0ym=5 
9F 44y? 18: 1 16у 11 


2% 


ym= 3 


1. Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria el procedimiento de solución. 


Escribe los mímeros |] 
corespondientes 


12. 


аз. 


. Determina la ecuación del diámetro de la elipse 4 + 5 


Determina las ecuaciones de las tangentes a la elipse 34? | у? | 4r 2y 3 = 0 que son paralelas 
ala recta 2x + 3y-8=0, 


Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto р(5, -3) a la elipse 
ХДУ +2х—12у+6=0. 


La ecuación de una elipse es 2% + бу? + 6x — Ву — 6 = 0, determina los valores de k para los cuales 
Tas rectas de la familia 5х + 2y + k = 0: 

а) Cortan a la elipse en dos puntos distintos. 

b) Son tangentes a la elipse. 

с) No intersecan a la elipse. 

Determina el ángulo agudo de intersección de las elipses 412 + у? — 32r + 56 = 0 y 6F + ву: = 86 
en uno de sus dos puntos de intersección. 

Por el punto P( 2,7) se trazan tangentes a la elipse 2? + y? + 2х — 3y 2 
ecuaciones de las tangentes y los puntos de tangencia. 

Determina la ecuación de la cuerda de contacto del punto p(3,1) para la elipse x? + 2¥ — 2 = 0. 
Determina las ecuaciones de las tangentes a la elipse 52 | 7y? = 35 paralelas a la recta 
3х+4у—12= 

Determina la ecuación del diámetro de la elipse 922 + 25у? = 225 que pase por los puntos medios de 
las cuerdas de pendiente —3. 


: determina las 


Determina la ecuación del diámetro de la elipse a? + 4y? = 4 conjugado del diámetro de la ecuación 
3-y =0. 


20 que pase por los puntos medios de las 
cuerdas de pendiente t 3) $ 


Determina la ecuación del diámetro de la elipse x? + 4y? = 100 que pase por los puntos medios de las 


cuerdas de pendiente f 3 

Determina la ecuación del diámetro de la elipse 3? + 2y? — &x 4+ 4y = 0 que pase por los puntos medios 
de las cuerdas de pendiente 1. 

Determina la ecuación del diámetro de la elipse х? + 4y? — 4x — Sy 92 — О que paso por los puntos 
medios de las cuerdas de pendiente —1. 
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PROBLEMAS DE APLICACIÓN 


Elipse 


@e-La Luna gira alrededor de la Tierra según una órbita elíp- 
tica con la Tierra en uno de los focos (ver dibujo). Si las 
longitudes delos ejes mayor y menor son 774 000 km y 
773 000 km, respectivamente, ¿cuáles son las distancias 
máxima y mínima (apogeo y perigeo) entre los centros 
de la Tierra y la Luna? 


La partícula abandona la órbita en el punto (8,3) siguiendo una trayectoria tangencial a la elipse. ¿En que 
punto cruzará la partícula el eje y? 


3 00. Laexcentricidad de una elipse se define como la razón el valor de а es fijo y el de b varía, describe 


a 


la forma general de la elipse cuando la excentricidad es cercana a la unidad y cuando su valor es próximo a cero. 


Д. @s-El satélite ruso Sputnik I fue puesto en órbita en octubre de 1957, de Forma que sus distancias máxima y mínima a 
la superficie de la Tierra eran 583 millas у 132 millas, respectivamente, ¿cuál es la excentricidad de dicha órbita? 


5 es-Un segmento de 16 cm de longitud se mueve de forma que uno de sus extremos está siempre sobre el eje y, 
mientras que el otro siempre está sobre el eje x. Determina la ecuación de la curva que describe el punto del 
segmento que estû a una distancia de 12 ст del extremo que se mueve sobre el eje y. 


6 es-Un segmento de recta de longitud (a | b) se mueve con sus extremos A y В fijos a los ejes coordenados, сото 
i se ilustra en el siguiente dibujo. Muestra que si a = b, entonces el punto P describe una elipse. 


7 @e-Una leva elíptica gira alrededor de su foco y mueve hacia arriba 
y hacia abajo una palanca que descansa sobre el mismo como 
se muestra en el dibujo. Si el eje mayor del engrane es 7 cm 
y el eje menor es 5.6 cm ¿cuál es la distancia que el punto A 
sobre la palanca se mueve de una posición extremo a la otra? 
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8 өе+-1а Tierra se mueve sobre una órbita elíptica con el Sol en uno de los focos. Si la longitud de la mitad del eje 
mayor es de 93 millones de millas y la excentricidad es 0.017, halla las distancias mínima y máxima entre la 
Tierra y el Sol, 


El satélite estadounidense Explorer 18 se lanzó el 26 de noviembre de 1963. Las distancias máxima y mínima 
de su órbita a la superficie de la Tierra eran 122 000 km y 119 km. 


а) Determina la excentricidad de la órbita. 
b) Determina una ecuación que describe la órbita. 


El extremo de un tubo cuyo diámetro interior es 10 cm se corta а un ángulo de 60° como se muestra en el dibujo. 
¿Cuál es la longitud de los ejes mayor y menor de la abertura eliptica? 


10em 


11 es-El diseño de una leva para automóvil se programa empleando la ecuación de una elipse y de una circuunferencia: 
0.25y = 0.04 y (у — 0.30)? + у? = 0.01. Traza las dos curvas en la misma gráfica para mostrar el 
diseño de la leva (emplea escalas adecuadas para x y y). 


12 è 


La galería de los susurros en el edificio del capitolio en Washington, D. C., tiene como techo un domo en forma 
de elipsoide, superficie formada al girar una elipse sobre uno de sus ejes. Un murmullo que se emite en uno 
де los focos de la galería puede escucharse claramente en el otro foco (una elipse refleja ondas de un foco al otro 
foco), si la distancia entre los focos es 48 m y la longitud de las alas (eje mayor) es 52 m, ¿cuál es la ecuación de 
la elipse que forma la galería? Considérese que el eje mayor es el eje x y el centro es (0.0). 


13 es-Desde un punto P sobre la circunferencia л? + у? = 4 se traza un segmento de recta perpendicular al diámetro 
AB y se determina el punto medio M (observa la figura). Obtén la ecuación de todos esos puntos medios M y 
traza la gráfica. 


14 es-El arco de un puente es semidíptico, con eje mayor horizontal. La base del arco tiene 30 pies de longitud y 


su parte más alta соп respecto al suelo mide 10 pies (ver dibujo). Determina la altura del área a 6 pies del 
centro de la base. 
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15 es-Un cuadrado, cuyos lados son paralelos a los ejes coordena- 
r 
13 
ехргева е1 área A del cuadrado en términos de a y b. 


m л ET: 
dos, está inscritoen la elipse cuya ecuación es: 3 


Determinación de la ecuación de la hipérbola y su gráfica 
Definición 


La hipórbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto 
de la diferencia de las distancias del punto móvil a dos puntos fijos del plano llamados focos, es siempre igual 
a una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los focos. 

La definición anterior no es aplicable al caso en que el punto móvil se mueve sobre la recta que pasa por los 
focos a excepción del segmento comprendido entre ellos, es decir, los focos y el punto medio de dicho segmento 
по pueden pertenecer al lugar geométrico. 

“También se hace notar la semejanza que por definición tienen la elipse y la hipérbola. 


Elementos de una hipérbola 


Figura 3.32 


La hipérbola consta de dos ramas diferentes, cada una de las cuales es de extensión indefinida: designamos 
los focos por F y F’, la recta € que pasa por los focos y es perpendicular а las directrices, ве denomina eje focal 
о eje de la hipérbola; las directrices de la cónica son los segmentos dd y TA. 

El eje focal interseca a la hipérbola en dos puntos, V y И, que denominamos vértices; la porción del eje 
focal comprendido entre los vértices, el segmento VV” se denomina eje transverso: el punto medio C del eje 
transverso se denomina centro; la recta € que pasa por C y es perpendicular al eje focal, se denomina eje nor- 
mal 


1 eje normal no interseca a la hipérbola, no obstante, una porción del mismo, el segmento AA), y que tiene 
a C por punto medio, se denomina eje conjugado; sea ВЕ, el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera 
diferentes de la hipérbola se denomina cuerda; particularmente si una cuerda pasa por un foco, tal como ЕЁ, 
se denomina cuerda focal; si la cuerda focal es perpendicular al eje de la hipérbola, tal como 277 se denomina 
lado recto; como la cónica tiene dos focos, también tiene dos lados rectos; la cuerda que pasa por C, tal como 
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РР se denomina diámetro; sea P un punto cualquiera de la hipérbola, los segmentos FP у FP, que unen los 
focos соп dicho punto se denominan radios vectores de P (gura 3.32). 


Primera ecuación ordinaria de la hipérbola 


1 consideramos la hipérbola de centro en el origen y cuyo eje focal 
coincide con el eje x (figura 3.33). 

Como los focos están sobre el eje x y el centro coordenado O es el 
punto medio del segmento FF’, por lo que las coordenadas de los focos 
son F(C.0) y F(-c.0), en donde с es una constante positiva. 

Si Р(х,у) es un punto cualquiera de la hipérbola y con base en su 
definición, dicho punto debe satisfacer la condición geométrica que es- 
tablece que el valor absoluto de la diferencia de las distancias del punto 
Palos focos es una cantidad constante, es decir: ГРІ ГЕРІ = 2а, en 
donde a es una constante positiva у 2а < 2с, De la condición geomé- 
а anterior se obtienen las siguientes equivalencias: Figura 3.33 


IFA IFA = 2а y IFA 12а 
La primera igualdad es verdadera cuando el punto P está sobre la rama izquierda de la hipérbola: la segun- 
да igualdad también es verdadera si el punto P está sobre la rama derecha de la hipérbola. Por la fórmula de 


distancia entre dos puntos, se tiene que: 
IFA = \х-с*+(у—0) =y wer + 
IFP = [осу +(у—0)° = осо) уе 
¡camente la condición geométrica, lenemos que: 


ЇР =2а IFA FF = 2а 
Маску —х+с+у' =2а (1) Хао + +y = 2а (2) 


Para simplificar, pasamos el segundo radical al segundo miembro de la ecuación, elevando al cuadrado, las 
ecuaciones (1) y (2) se reducen a: 


(FEF (+той 
+ = 402 +4а[(х+с?)+у* Ry 
A + e + 20x + + у 
acta ао [с уг } Simplificando 
eta afro ty? } Elovando al cuadrado 
(re = (aera) 


enpera аъ? у] 
Cx? +да?сх+а? = а (day) 
с + Da +а = qx? +206 + ae? +ау 


eret- 


Expresando ап: 


¿e 


PI) 
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Dado que ¢ > a, с? — а? es un número positivo que puede ser reemplazado por BP, es decir: В? = e — aè. 
Al sustituir en la última ecuación, resulta: 


Me-a)-ay=ale-a) 

3p? ) Dividiendo entre ab? 
Ae 

СГА 


| Ecuación canónica de la hipérbola. 


Discutiendo la ecuación anterior, se observa que las intersecciones con el eje x son a y ~a, por lo que las 
coordenadas de los vértices son V(a.0) у V(—a,0); la longitud del eje transversal es igual a 2a; las coorde- 
nadas de los extremos del eje conjugado son A(0.b) y А'(0,— Б); la longitud del eje conjugado es igual a 25. 


La ecuación canónica o primera ecuación ordinaria EL 
respecto a los ejes coordenados y al origen. € 
Si de la ecuación de la hipérbola Б? х2 


1 representa una hipérbola simétrica con 


а В, al despejar a y resulta: 
Pee) 


Para que los valores de y sean reales, x está restringida a variar dentro de los intervalos definidos por 
x < ~a yx > ~a; por lo anterior, ninguna porción del lugar geométrico está contenida entre las rectas limitantes 
х= -аух=а. 

Si de la ecuación de la hipérbola b= — Ру? = а202, al despejar а x resulta: 


х2 рут 
> 


curva cerrada sino que está formada por dos ramas diferentes, una de las cuales se extiende indefinidamente 
hacia la derecha del eje y, hacia arriba y hacia abajo del eje x; la otra rama se extiende hacia la izquierda del 
eje y, hacia arriba y hacia abajo del eje x. 

La hipérbola no tiene asíntotas verticales ni horizontales; sin embargo, presenta asíntotas oblicuas. 


La abscisa del foco F es су sien y= 5 lx? а? sustituimos х por este valor, se obtienen las ordenadas 


AL porto 
a а 


«ё, tenemos: 


b 
correspondientes у= +2. 
а 


а? ‚ aplicando la relación 


; de la misma manera, la longitud del lado recto para el 


tanto, la longitud del lado recto para el foco F es 


a 


foco pres 22, 
a 


La excentricidad e de una hipérbola se define por la razón: 
de una hipérbola es mayor que la unidad (е > 1). 


y como, € > a la excentricidad 


Ут + 
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Sî el centro de la hipérbola está en el origen y su eje focal coincide con el eje y, su сспасїба es: 


1 ) Ecuación canónica de la hipérbola. 


Las ecuaciones de las directrices dd y J'A’ son x = +0 cuando los focos están sobre el eje x: si están sobre 
e 


i a 
el eje y, las ecuaciones son y = 4 


е 
La posición de una hipérbola con relación а los ejes coordenados se determina por los signos de los coefi- 

2 уг 2 
cientes de las variables en la forma canónica _— =1 о L—L — |; la variable de coeficiente positivo 


e а 
corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola. 


EJEMPLOS . 
$ Dada la ecuación de la hipérbola 9x? — 4y? = 36, determina las coordenadas de los vértices, focos y extremos 
В del eje conjugado, las longitudes de los ejes transverso y conjugado, la longitud del lado recto, las ecuaciones de 


las directrices y la excentricidad. Traza la gráfica correspondiente. 
Solución 
Al dividiir la ecuación 9x? — 4y? = Зб entre 36, se tiene: 


36 رھ تو 
36 36 36 


Como la posición de la hipérbola con relación a los ejes coordenados se determina por los signos de los 
coeficientes de las variables en la ecuación de la forma canónica, la variable de coeficiente positivo corresponde 
al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola. 

Por lo anterior, se deduce que los focos de la hipérbola están sobre el eje х, es деси 


esn y 


Las coordenadas de los vértices son: 
У(а,0) v'{-a,0) 
v (2,0) 8 v2.0) 
Las coordenadas de los focos son: 


F(c,0) y F'(-e,0) 
F(¥13.0) F'(-¥13.0) 
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Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son: 
AOb) y А0, =b) 
A03) M0, 3) 
La longitud del semieje transverso es а = 2 y la del eje transverso es 2а = 4; la longitud del semicje conju- 


gado es b = 3 y la del eje conjugado es 2b = 6. 


Tails ahlat E 2 
a 


В alë 
IT 
кє в $ pe N 
romo e Eg reo 7" 
3 о| 5 Eje Transverso 
3 3 
zi 


-Los vértices de una hipérbola son los puntos V(0.2) y УО 2), y sus focos son los puntos F(0,3) у F(0-3); 
determina su ecuación, las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado, las longitudes del eje trans- 
verso y conjugado, la longitud de cada lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las directrices; traza la 
gráfica correspondiente. 


Solución 


| Como las coordenadas de los vértices y los focos están sobre el eje y el eje transverso coincide con dicho eje 
coordenado, también el punto medio del eje transverso es el origen del sistema coordenado. 


Por lo anterior, la ecuación de la hipérbola por aplicar liene la forma: Lt 
De los datos dados, se tiene: а=2ус=3 g 
d=4 2=9% 
Aplicando la relación (® = с? — а, resulta: 
0 =9—4 
=5 =5 


La ecuación de la hipérbola es =1 0 5-4 =0 


2 
45 
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Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son: 
A(b,0) А A'(—b.0) 
A(u5,0) A'(45,0) 


La longitud del semieje transverso es a = 2 y la del eje transverso 2а = 4; la longitud del semieje conjugado 
es b= ¥3 y la del eje conjugado es 22 = 24/5. 


2 _ 26 


zZ 


45 (e>) 


La longitud de cada lado recto es LR 


La excentricidad de la hipérbola es €= 


2 


a 
e 


Las ecuaciones de las directrices son y = + 


2 
з= 
2 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


(5,0) 


Directriz 


Segunda ecuación ordinaria de la hipérbola 


Normalmente se requiere determinar la ecuación de una 
hipérbola con centro fuera del origen coordenado y que 
tenga su eje focal paralelo а uno de los ejes del sistema 
coordenado. a A —Á 
Considerando la hipérbola de la Figura 3.34, tene- / 
mos que su centro es el punto O'(h,k)y cuyo eje focal 
es paralelo al eje de las л; sean también 2a, 2b y 2c las a 
respectivas longitudes de los ejes transverso, conjugado FEO. 
y entre los focos. 
Si transportamos los ejes del sistema coordenado, 
haciendo que el nuevo origen (O') coincida con el centro Figura 3.34 
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de la hipérbola (4.4). establecemos que la ecuación de la hipérbola con relación a los nuevos ejes coordenados 


rý уу 


Aplicando el siguiente principio: Si los ejes coordenados de un sistema se transportan a un nuevo origen 
O'(h): зї las coordenadas de un punto cualquiera P son (x.y) y (.y') antes y después de la transportación de 
ejes, respectivamente, las ecuaciones de transformación del sistema original al nuevo sistema coordenado, son: 
а= + My v+ k). 

Al despejar para x” y y, resulta: 


a=x+h 
e h 


) Segunda ecuación ordinaria 
de la hipérbola. 


Las coordenadas de los focos para la hipérbola de centro en el origen son F (c, 0) y F(—C.); para la hipérbola 
de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x, son: F(h + К) y FUN = СА). 

Las coordenadas de los vértices para la hipérbola de centro en el origen son Vía.0) y (40); para la hi- 
pétbola de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x son V(h + а) y V(h — ak). 

Las coordenadas de los extremos del eje conjugado para la hipérbola de centro en el origen son A(0,b) 
y A'(0,-b), para la hipérbola de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x son A(h,k + b) y 
Ahk = b). 

Considerando la hipérbola de la figura 3.35, tenemos que 
жи centro es el punto ОИ, Б) cuyo eje focal es paralelo al eje 
y: donde 2a, 2b у 2с son las longitudes de los ejes transverso, 
conjugado entre los focos. 

Si se transportan los ejes del sistema coordenado, ha- 
ciendo que el nuevo origen (0) coincida con el centro de 
la hipérbola (1), se establece que la ecuación de la hipér- 
bola con rela 


ión a los nuevos ejes coordenados x” y ¥ es 


Porel principio de la transportación de ejes coordenados, 
Figura 3.35 Y=x- hyy' k 


Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuación de la elipse (4). se liene: 


| Segunda ecuación ordinaria de la hipérbola. 


Las coordenadas de los focos para la hipérbola de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje y son 
Fk + суу ЕВА с). 
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Las coordenadas de los vértices para dicha hipérbola son V(%,k + a) y V'(h,k а); también las coordenadas 
de los extremos del eje conjugado para la misma hipérbola son А(Л + b,K) y A'U — DK). 


EJEMPLOS . 
3 >, 


Los vértices de una hipérbola son los puntos V(3.—1) y W(3.3), y su excentricidad es 2; determina la ecuación 
de la hipérbola y todos sus otros elementos. Traza la gráfica correspondiente. ы 


Solución 


Dado que los vértices VG.—1) y V(3.3) están sobre el eje focal у de acuerdo con sus coordenadas, se observa 
que tienen la misma abscisa 3, por tanto, dicho eje es paralelo al eje y; así, la еси: 
aplicar tiene la forma: 


GA 
F 


1 


El centro de la hipérbola es el punto medio del segmento VV (cje transverso de la hipérbola), por lo que 
sus coordenadas son: 


h wtw 
2 
к و‎ 
y] 
h=3 


El centro de la hipérbola es 0'(3.1). 


Aplicando la fórmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud del eje transverso de la hi 
es decir: 


bola, 
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Sea la longitud entre los focos de 2с =6. Por la relación b? = ¢ — a, resulta: 


ю=5 у b= 3 } Longitud del semieje conjugado. 


La longitud del eje conjugado es 22—25. 
Las coordenadas de los focos de la hipérbola son: 


Ek о y ЕК с) 
FG +3) PBA 3) 
FBA) FG, 2) 
Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son: 
Alh+b,k) A'ih—b.k) 
A(3+v5,1) А3451) 


La longitud de cada lado recto сх LR = 


La ecuación de la hipérbola es Y 


Gráficamente, tenemos: 


y 
r J 
r 
3 
м А 
O00 М 
0 v ü 


je-El centro de una hipérbola es el punto 0'(3, 3) y uno de sus vértices es el punto УО, 3); si la longitud де su lado 
rectoes9, determina la ecuación de la cónica, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado y su excentricidad. 
Solución 
Dado que el vértice V((0,-3) y el centro 0/(3,—3) de la hipérbola están sobre el eje focal y de acuerdo con 


sus coordenadas, se observa que tienen la misma ordenada —3, por tanto, dicho eje es paralelo al eje x; así, la 
КР 


ecuación de la hipérbola por aplicar tiene la forma © 
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El centro de la hipérbola es el punto medio del segmento VV” (eje transverso de la hipérbol: 
nadas del centro son ОЗ, 3) y las del vértice УО, -3), por tanto, las coordenadas del otro vértice Vy, yy) son: 


MEE g WHY 
2 

ЕЕ) 

"E 


h 


3 


x,=6 


Las coordenadas del otro vértice son V(6. 3). 


Al aplicar la fórmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud del eje transverso de la hi- 


pérbola, es decir; 
=W = 2а = Gy -yF (у wF 


а 
2a= 6—0)? +6343} 
2a 


= (6) +(0 = /36 


| Longitud del semieje 
conjugado. 


7 27 
AN 
E 
af 
2 
Las coordenadas de los extremos del eje conjugado son: 
Alh.k4b) Al, k +b) 


La longitud del eje conjugado es 20 


Por la relación Р? = ¢ 
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Las coordenadas de los focos de la hipérbola son: 


Ес, Р' с.к) 


La excentricidad de la hipérbola es е 


(х—3)? 


La ecuación de la hipérbola es 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


AQ 


Forma general de la ecuación de la hipérbola 


Al desarrollar las ecuaciones de la hipérbola escrita en su segunda forma ordinaria, se tiene: 


а) Al eliminar denominadores у desarrollar los binomios al cuadrado, resulta: 


a (у-Ю OÍ (хм) 
a b a b 
bix haly К)? _ ку к? ах А) _ 


=1 


BPE? — 2hr + IF) — а(у? — 2ky + Py + K?) — FOF – 2hx + h’) 

a БУ — абу} y K a NS 

BÈ- dy ay y y ЁТ R PF = 0 Ya a – 22у – aH + 
© 
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Para la ecuación (4), se establecen las siguientes igualdades: 


A=; C= ~-a; D = “2h; E= 2k ¥ F = 0 — а — а? b? al sustituir, resulta: 


Ecuación de la hipérbola con eje focal paralelo, 


ai di ii } al eje.x escrita en su forma general. 


Para la ecuación (5), se establecen las siguientes igualdades: 


A=; 


=-4,D= Wh, 


= Ay F = PPR — 
Ecuación de la hipérbola con eje focal paralelo, 
al eje y, escrita en su forma general. 


al sustituir, resulta: 


Af кс Drt yA F=0 } 


Los coeficientes A y C de ambas ecuaciones generales deben ser de signo diferente. 


El centro de una hipérbola es el punto O'(5;4) y uno de sus focos es F(5,8); si la excentricidad de la hipérbola 
E es 2, determina su ecuación en la forma general y todos los elementos correspondientes. 
Solución 


Dado que el foco (5,5) y el centro O'(5.4) de la hipérbola están sobre el eje focal y de acuerdo con sus coor- 
denadas, se observa que tienen la misma abscisa 5, por tanto, dicho eje es paralelo al eje ¥; así, la ecuación de la 
hipérbola por aplicar en su segunda forma ordinaria es: 


€ 


DM 


=1 


El centro de la hipérbola es el punto medio del segmento FF” (eje focal de la hipérbola); si las coordenadas 
del centro son 0'(5,4) y las del foco F(5,8), las coordenadas del otro foco К'(ху,ур,) son: 


Ye He 
2 
SH Ye 


ун =0 


Las coordenadas del otro foco son A(5.0). 


Aplicando la fórmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud entre los focos de la hipérbola, 
| os decir: 


d=FF =2с = (xe xr +(e н) 
2с= (5-57 (8—0) 

эс = (0)! +87 = J64 
2с 
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La longitud del centro а cada foco es 2c=8. 


2 


Por la relación $? = e 


dl, resulta: 

9 =16—4 

у b=A3‏ 12= ا 
Las coordenadas de los vértices de la hipérbola son:‏ 


VO ka) y у(х — a) 
54+ 2) V(54-2) 
v5.6) v62) 


Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son: 
Ай+Ь.К) А-Б) 
A(5+243,4) A (5-243,4) 


La longitud dd semicje transverso es а = 2 y la del eje transverso 2a = 4. 


La longitud del semieje conjugado es b= 


2 


2h: 
| La longitud de cada lado recto es LR = = 


La ecuación de la hipérbola en su segunda forma ordinaria es: 


4 0—52 1 
+ 2 


Al transformar la ecuación de la hipérbola de su segunda forma ordinaria a la forma general, se tiene: 


ef, } Eliminando denominadores y desarrollando 
los binomios al cuadrado 


30" —8y+16) (4 —10х +25) =12 
Зу? —4y+48— +101 -25-12=0 


Ecuación de la hipérbola de eje focal paralelo 


ERE HEG } al eje y, escrita en su forma general. 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Nos y 


0050) 
А! А 
уд) 


FGM 


E 


EJERCICIO 28 

1. Determina las coordenadas de los vérticas, focos y de los puntos extremos del eje conjugado; las longi- 
tudes de las ejes transverso y conjugado; la longitud de cada lado recto; la excentricidad y las directrices 
рага cada una de las siguientes ecuaciones de la hipérbola, чага la gráfica correspondiente. 


1. 362 — 647 = 2304 4. W- 9 =252 
2. 162 9-14 5. 22-25 
3. 2 – зу б. 3y – 40 = 12 
П. Resuelve los siguientes problemas. 
perennes 1. Los vértices de una hipérbola son los puntos V(3,0) y W( 3,0) y sus focos los puntos F(5,0) y F( 5,0); 


determina la ecuación de la hipérbola, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, la longitud de 

cada lado recio, la excentricidad y las directrices. Traza la gráfica correspondiente. 

Los vértices de una hipérbola son los puntos V(2,0) y V(-2.0) y sus focos son los puntos F(3,0) у F(-3.0); 

determina la ecuación de Та hipérbola y sus otros elementos. Traza la gráfica correspondiente. 

El eje transverso de una hipérbola está sobre el eje y y su centro en el origen coordenado; siun focoes el punto 

F(0.7) y la excentricidad es igual a 4. Determina la ecuación de la hipérbola y la longitud de cada lado recto. 

4. Los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos A(0.4) у A'(0,—4) y la longitud de cada 
lado recto es 8; determina la ecuación de la hipérbola y su excentricidad. 

5. Los vértices de una hipérbola son V(4,0) y У'(О,—4) y su excentricidad es igual а 3 dotormina la ecuación 
dela hipétbola y las coordenadas de sus focos. 1 

6. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el eje x; determina su ecuación si se 


3. 


sabe que su excentricidad es 36 y que la curva pasa porel punto P(-2,—1). 

7. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado está sobre el eje x; la longitud de cada lado 
recto es = y la hipérbola pasa por el punto РІ ~2) Determina su ecuación 

8. Determina la ecuación de la hipérbola que pasa por los puntos M(4.6) y N(1,—3), tiene su centro en el 
origen y el eje transverso coincide con el eje y. 

9. Si k es un número cualquiera diferente de cero, demuestra que la ecuación Sx? — Sy? = К representa una 
familia de hipérbola de excentricidad igual a ayZ. 


10. Determina e identifica la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de Lal manera que su 
distancia del punto (0,6) es siempre igual al doble de su distancia de la recta 2y — 3 
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$ 11. Determina las longitudes de los radios vectores para cada una de las siguientes hipérbolas en el punto 


L 
2. 


3 


indicado. 


х y =9en P54). 4. Sy 4F =1600 РИЗА). 


4x — Sy = 16 en PG2). 5 зу -x =6 en P( V6.2). 


9х2 167 = 81 en Р(5,3). 6. Фу? 402 = 36 en P(N3,4) 


М М. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute el procedimiento de solución. 


Escribe los números ШЕ 


| 


10, 


Determina la ecuación de la hipérbola con Centro en el origen y cuyo eje transverso está sobre el eje x 
y su longitud es de 6 unidades; la cónica pasa por el punto Р(5.3). 

Determina la ecuación de la hipérbola de ejes paralelos а los de coordenadas у con centro en el origen, 
si el lado recto vale 18 y la distancia entre los focos es 12 (doble solución). 

Determina la ecuación de la hipérbola cuyas coordenadas de los focos son (0.3) y F/(0.—3). si la 
longitud de su eje conjugado es 5. 

Determina la ecuación de la hipérbola que tiene su centro en el origen, su eje transversal coincide con 


1 
ol eje, su excentricidad es 7/7 y la longitud de cada lado recto es 6. 


4 
Determina el lugar geométrico de los puntos (xy) cuya distancia al punto fijo F(4.0) sea igual a de 
la correspondiente а la recta 4r — 9= 0. Ё 


j. Encuentra la ecuación de la hipérbola con centro еп el origen y uno de sus vértices el punto У(4,0) y 


la longitud de cada lado recto es igual a 20. 


. Determina la ecuación de la hipérbola con centro en el origen y que pasa porel punto M(2,0) y uno de 


sus vértices es punto V(O, > 4). 
Determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo F(0.6) sea igual a 5 de la 
correspondiente a la recta Зу — $ =0. 


. Determina la ecuación de la hipérbola con centro en el origen, ejes sobre los de las coordenadas y que 


pase por los puntos М(З.1) y N(9.5). 
Encuentra la ecuación de la hipérbola con centro en el origen y de vértices los puntos V(6.0) y V(—6.0) 


4 
y cuya excentricidad os igual a =. 


DAS rias 


Determinación de la ecuación de las asíntotas de la hipérbola 


Definición de asíntota 


Línea recta de la cual se aproxima cada vez más a una curva pero nunca llega а tocarla. 


Asíntotas de la hipérbola 


Sea e 


абу? — а? la ecuación de la hipérbola en su forma canónica; al despejar con respecto а y, se tiene: 
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También puede escribirse como: 
Al multiplicar y dividir por 
una misma cantidad 


Si un punto P(x,y) de la hipérbola x — ad? = ау? se mueve a lo largo de la curva de manera que la 
abscisa x aumenta numéricamente зїп límite, se observa que el radical del segundo miembro de la ecuación 


b 
se aproxima más y más a la unidad. Así la ecuación tiende a la forma Y= +x. 


b 


b 
EY F 
a 


Por lo anterior, se deduce que las rectas у 


x, son asíntotas de la hipérbola ® — а 


Demostración 


Sea Рух, y) un punto cualquiera ubicado en la parte superior de la rama derecha de la hipérbola 
Pe ay =P, tal como se indica en la Figura 3.36. 


Figura 3.36 
b 
La ecuación de la recta ¥=, también puede escribirse en la forma bx ау = 0. 


Aplicando la fórmula de distancia de una recta a un punto dado, tenemos que la distancia de la recta 
bx, ay, 
bx ay = 0 al punto Pixy. yi) es d bso 
b 


CITE 


Al multiplicar y dividir el segundo miembro de la ecuación por |bx, + ayı}, resulta: 


Jox, ауу + 
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Dado que P,(x,y,) pertenece a la hipérbola bx 
tiene: 


' al sustituir en la ecuación de distancia, se 


ah 
|x, +ау] {р +a 


Si P, se mueve a lo largo de la cónica y se aleja indefinidamente hacia la derecha del origen, se observa que 
ambas coordenadas de dicho punto aumentan de valor, de tal manera que la distancia (d) disminuye continua 
mente aproximándose а сего. 

Por lo anterior, se establece que bx — ау = 0 es una asintota de la rama derecha de la hipérbola 
BPP- ay = а. 

Dado que P,(x,,y|) está ubicado en la parte inferior de la rama izquierda de la hipérbola 
PRE — ау = а4?, moviéndose а Ю largo de la cónica y alejándose indefinidamente hacia la izquierda del 
origen, se observa que las coordenadas de dicho punto aumentan ambas de valor en la dirección negativa, de 
tal manera que la distancia (d) disminuye continuamente aproximándose a cero. 

Por lo anterior, se establece que bx ау = 0 es una asintota de la rama izquierda de la hipérbola 
Pe Py = ай. 

Sea Р(х,у) un punto cualquiera ubicado en la parte superior de la rama izquierda de la hipérbola 
FÊ — ay = аў. tal como se indica en la figura 3.37. 


Figura 3.37 


La ecuación de la recta y: 


x también puede escribirse en la forma hr + ay=0. 


a 


Aplicando la fórmula de distancia de una recta a un punto dado, se tiene que la distancia de la recta 
bx + ay =0 al punto Р(х,у!) es: 


Al multiplicar y dividir el segundo miembro de la ecuación por [ох — ayı], resulta: 
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Dado que Р(х,у) pertenece a la hipérbola bx? — a'y? = ab”, al sustituir en la ecuación de la distancia, 
tenemos que: 


a 


|x = ayî + 


Si P, se mueve a lo largo de la cónica y se aleja indefinidamente hacia la izquierda del origen, se observa que 
las coordenadas de dicho punto aumentan ambas de valor, л, en dirección negativa y y, en dirección positiva; 
de tal manera que la distancia (d) disminuye continuamente aproximándose a cero. 

Por lo anterior, se establece que br | ау = 0 es una asíntota de la rama izquierda de la hipérbola 
PF ay = RF. 

En el caso en que P,(x,,y,) está ubicado en la parte inferior de la rama derecha de la hipérbola 
1952 — азу? = IP. moviéndose a lo largo de la cónica y alejándose indefinidamente hacia la derecha del origen, 
se observa que las coordenadas de dicho punto aumentan ambas de valor, x, en dirección positiva y y, en dirección 
negativa; de tal manera que la distancia (d) disminuye continuamente aproximándose a cero. 

Por lo anterior, se establece que bx + ау = 0 es una asíntota de la rama derecha de la hipérbola 
2 – ау = ФР. 

También las ecuaciones de las asíntolas, para una hipérbola cuya ecuación canónica es b3 — а2у2 = а202, 
se obtienen al sustituir el termino constante (4253) por cero y factorizando el primer miembro de la ecuación, es 
decir: 


BX- =0 
(bx + ay) (bx ay) =0 


b+ a= 
para la hipérbola de ecuación canónica PPP + a?y? — 


y bx — ay = O son las ecuaciones de las asíntotas 


la ecuación de la hipérbola en su segunda forma ordinaria de eje transversal 


paralelo al ех. 
Las ecuaciones de las asíntotas para dicha cónica son las rectas: 


yla m y Pm 
a a 


1 la ecuación de la hipérbola en su segunda forma ordinaria de eje transversal 


paralelo al eje y. 
Las ecuaciones de las asíntotas para dicha cónica, son las rectas: 


O) y 


a 
kr 
pe › 


Las ecuaciones de las asíntotas para la hipérbola escrita en su segunda forma ordinaria se determinan al 
sustituir el término constante (227) por cero y factorizando el primer miembro de la ecuación, es decir: 


) Ecuación de eje transversal paralelo al eje л. 
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) Al sustituir el término constante (a77) por cero, se tiene: 


b-h)? -a (y-k =0 } Factorizando 


[bix В +ау К) 60 №) а(у k)]=0 

b(x—h)+aly—k)=0 щх-һу-ау—Ку=0 ) ardespojaray 
ak) = bxh) وچ‎ = e-8 

ا 


lam 
a 


De la misma forma se obtienen las ecuaciones de las asíntotas para la ecuación de la hipérbola en su segunda 
forma ordinaria y de eje transverso paralelo al eje y. 


Hipérbola equilátera o rectangular 


Si las longitudes de los ejes transversos y conjugado de una hipérbola son iguales, es decir, 
de la cónica es PY — dèy? = 0207, ésta se reduce a: 


= y si laecuación 


PS 


Dado que а = б. la hipérbola se denomina hipérbola equilátera, 
Las asíntotas de la hipérbola equilátora х2 — у? — а?, son: 


22 y =@ } Igualando la ecuación а cero 


22 у= 0Û | Factorizando en el primer miembro 
0 


x I y yx у = 0 son las ecuaciones de las asíntolas para la 
hipérbola equilátera de ecuación x? — y? = 


También se establece que las asíntotas de una hipérbola equilátera son perpendiculares entre sí, razón por la 
cual se dice que la hipérbola equilátera es una hipérbola rectangular. 

51 105 ejes coordenados se giran en un ángulo de 45°, para la forma particular de la ecuación de la hipérbola 
equilátera ху = &, en donde Кез una constante cualquiera diferente de cero, tenemos: 


Si kes positiva su gráfica se representa en la Figura 3.38; si К es negativa su gráfica se representa en la figura 
. En ambos casos sus asíntotas coinciden con los ejes coordenados. 
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Figura 3.38 Figura 3.39 


Por lo anterior, la ecuación xy 
coordenados. 


k se transforma en х 


24, debido a la transportación de ejes 


Hipérbolas conjugadas 
Si el eje transverso de una hipérbola es igual al eje conjugado de otra hipérbola y viceversa, se establece que las 
dos hipérbolas son conjugadas. 


Sila ecuación canónica o primera forma ordinaria de la hipérbola es 
٤ 2 
E 


1 .laecuación de la hipérbola 
conjugada es 2 = 


Un par de hipérbolas conjugadas presentan las siguientes características 
a) Tienen un centro común. 

b) “Tienen un par común de asíntotas. 

¢) Todos sus focos son equidistantes del centro. 


Gráficamente las hipérbolas conjugadas se representan en la figura 3.40. 


y 


` os 
cam (99) y 
A 
(o 
Figura 3.40 
-Determina y traza las ecuaciones de las asíntotas para la hipérbola 512 — 4¥ = 7. 


Solución 


Al sustituyendo el término constante 7 por cero y factorizar el primer miembro de la ecuación de la hipérbola 
dada, resulta: 


5-4 =0 
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(V5x+2y)[v3x2y)=0 
Las ecuaciones de las asíntotas son /5x +2y=0 y /3x—2y=0. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


r+ 2y=0 


2 es-Determina y traza las ecuaciones de las asíntotas para la hipérbola 


Solución 


Escribiendo la ecuación de la hipérbola dada en su forma lineal, se tiene: 


9-24 


1 
4 


My- (+5 =4 


Al sustituir el término constante 4 por cero y factorizar el primer miembro de la ecuación resultante, se tiene; 
49-27 45 =0 
[у—2)+(х+3)][(у—2)—(х+5)]=0 
(у-2)+(х+5)=0 Ay 2) (+5) =0 
Xy- =- +5) Ay-2)-(1 +5) 
_@+5) كةو‎ 
ы 2 
1 
=2+—| 5) 
y get ) 


а+х+5 
у= 
2 
2у=х+9 


х+2у+1=0 х-2у+9=0 


Las ecuaciones de las asíntoLas son x + 2y + 1=0yx — 2y + 9=0. 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


3 0s-Angliza y traza la gráfica de la ecuación ay 
Solución 

a) Intersccción con los ejes coordenados 
Al hacer x =0 0 у = 0 en xy = 5, la curva no interseca a los ejes coordenados. 

b) Simetría 
Si en la ecuación dada se sustituye y por у у x por ~x, la ecuación se altera, observándose que la 

curva no es simétrica respecto a los ejes coordenados. 

Si a la misma vez se sustituye y por y y x por x, la ecuación no se altera, es decir: 


(0-0 =5 


La curva es simétrica respecto al origen coordenado. 


с) Extensión 5 
Despejando уеп ху = 5, se obtiene: ¥=; se hace notar que para cualquier valor real dex, excepto 


para x=0, la función y también existo, 
yi se hace notar que para cualquier valor real de y, excepto 


Despejando xen xy = 5, se obtiene: 
рага у = 0 la función x también existe. 


La curva es infinita hacia arriba y hacia abajo del eje x y presenta una rama a la derecha 
del eje y y otra izquierda del mismo eje. Dichas ramas son opuestas e infinitas. 


d) Asíntotas š 
De la ecuación y= 2 se observa que para = 0, la función y se hace infinita, es decir: 


x= 2, se observa que para у = 0, la función x se hace infinita, es decir: 
y 


Tenemos una asfntota horizontal pa 


y=0 y una asfntota vertical para x = 0. 
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e) Trazado de la curva 
Al obtener una tabla con valores para la ecuación ху = 5, se tiene: 


[ДД] oo 10 5 25 125 1 0625 05 -10 -5 -25 -125 -1 -0.625 -05 
Po os 1 > 4 5 E) 


{ 


| | 4 ЕЯ -в —10 


Asintota vertical х= 0 


O Asintota horizontal 
у=0 


¡89-Determinalas. в де los vértices y focos: la excentricidad y la longitu lado recto de la hipérbola 
6 ве. las coordenadas delos vértices y focos: l cidad y la longitud de cada lad dela hipérbol: 
que es conjugada a la que tiene por ecuación 9x? — 452 — 36. 


Al diividir la ecuación dada entre 36, se tiene: 


a) 


ЕЗ4 
4 


әј 


Рог definición, una hipérbola es conjugada de otra cuando su eje transverso es idéntico al eje conjugado de 
Та otra. 2 


De acuerdo con la definición, la hipérbola conjugada de la ecuación (1) tiene por ecuación а У 10 


К Como la posición de la hipérbola con relación a los ejes coordenados se determina por los signos de los 
coeficientes de las variables en la ecuación de la forma canónica, la variable de coeficiente positivo corresponde 
al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola. Por lo anterior, para la ecuación (2) se deduce 
que los focos de la hipérbola están sobre el eje y. Así: 


y 
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Las coordenadas de los focos son: 


F(0,c) F"(0,-c) 
F(0,/13) F(0.-/13) 
Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado, son: 
AbD) y A'b, 0) 
АО) у AO) 


La longitud del semieje transverso es а = 3 y la del eje transverso es 2а = 6; la longitud del semieje conju- 
gado es В = 2 y la del eje conjugado es 2b = 4. 
25 _%4 


La longitud de cada lado recto es LR = 
a 


Las ecuaciones de las asíntotas son: 
Para la ecuación (1) Зх ~ 2 0y3x + 2у = 0. 
Para la ecuación (2) 2y — 3X=0 y 2y + 31=0, 


De la ecuación (1) la longitud del eje transverso es 2а = 4 y la longitud del eje conjugado es 2b 
Por la definición de hipérbolas conjugadas, se demuestra que; 


eje transverso de (1) = eje conjugado (2) eje transverso de (2) = eje conjugado de (1) 
2a=2b 2a=2b 
4=4 6=6 


Al tabular respecto а Š 


Я =1. se obtiene la gráfica correspondiente: 
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Ejercicio 29 
L Determina y traza las ecuaciones de las asintotas para cada una de las siguientes hipérbolas. 


== 
на 1. ب4‎ y 3 у+2 


Il. Resuelve los siguientes problemas, 
1. Determina la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto M(23), tiene su centro en el origen, su eje 


transverso está sobre el eje y y una de sus asíntotas es la recta 2y —/7x =0. 


2. Determina la distancia del foco que se encuentra ala derecha de la hipérbola 1242 — 4? = 48 а cualquiera 
de sus dos asíntotas. 


н i ха x i М 
3. Determina la distancia del foco de arriba de a hipérbola >> — 22. = 1 a cualquiera de sus dos айога. 
4. Determina los puntos de intersección de la recta 9x — 2y 12 = 0 con las asíntotas de la hipérbola 


9р а=. 

5. Determina la ecuación de la hipérbola cuyos focos son los puntos F(7,4) y F((—1,4) y su excentricidad es 
3; encuentra también las ecuaciones de las asfntotas. 

6. Determina la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto M(-3,—1), su centro está en el origen, su eje 
transverso está sobre el eje x y una de sus asíntotas es la recta 3X + 5/2у = 0, 


7. Determina la ecuación de la hipérbola cuyos vértices son los puntos V(1,0) y V((—1.0) y sus asíntotas las 
rectas y = + 31. 


Ill. Discute y traza la gráfica para las siguientes ecuaciones. 
1. озу=-16 3. 1y=-9 5. a-y =8 


2. ху=25 а 22 


IV. Determina todos los elementos para la hipérbola que es conjugada a cada una de las siguientes ecuaciones. 


1. 2%-39=6 3. 7-4 =28 5. n-i 


4 4 PA 


М. Resuelve los siguientes problemas 


1. Determina la ecuación de la hipérbola equilátera que pasa por el punto М(- 1, 5) y tiene por asíntotas a 
los ejes coordenados. 


2. Demuestra que la excentricidad para cualquier hipérbola equilátera es siempre J3. 


Determina la ecuación de la hipérbola equilátera que pasa рог el punto M(4,3) y tiene por asíntotas a los 
ejes coordenados. 


4. Determina la ecuación de la hipérbola equilátera que pasa por el punto М( 7.5) y tiene por asíntotas a los 
ejes coordenados. 


Dia MR ا‎ 
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Discusión acerca de si una ecuación de la forma Ax? + Су? + Dx + Ey + F=0 
representa o no una hipérbola; en caso afirmativo, determinación de sus 
elementos correspondientes 


La ecuación de segundo grado en las variables х y y que no contenga término en xy, escrita en la forma: 
AF + C¥ + Drt Ey + F=0 
Al discutir la ecuación anterior, suponemos que los coeficientes A y C difieren en el signo. 
Una forma simple de demostrar que la ecuación AF + Су? + Dx + Ey + F = Û representa una hipérbola, 


consiste en reducirla a la segunda forma ordinaria de la hipérbola por medio de completar cuadrados. 
Al dividir la ecuación dada entre el término AC, se tiene: 


} Completando cuadrados en x y y 


кү 
еј _Р 


А(2) АС 


меһ 


DI 1 Ер р 
+ ре = 
24) al 2С) 4 
Еђ 
Уос] _ср?+АЕ?—4АСЕ 
А 44C 


CD? АЕ? 4ACF 


a ‚ев decir: 
ТУЫ 


Analizado los siguientes casos, зе liene: 
¿De 
2А 


cuya ecua- 


2С, 


а) Si М = О, la ecuación (1) representa una hipérbola con centro en el punto O’ ( 
DY EY 
+a] [у„® 
| 24 ] b Al 
MC 
Su eje transverso es vertical sî MC es positivo y MA es negativo. 


MA 
Su eje transverso es horizontal si MA es positivo y MC es negativo. 
b) SiM= 


ción os de la forma 


, la ecuación (1) representa la gráfica de dos rectas que se corlan. 
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4x — ду? + 32x + 36y + 64 = О representa o no una hipérbola: en caso afirmativo, 
К: determina sus elementos correspondientes y traza su gráfica. 


Solución 
Reduciendo la ecuación dada a la segunda forma ordinaria de la hipérbola. 
Al ordenar los términos, se tiene: 


(4f + 324) — (9y? — 36y) = — 64 } Sacando factores en el primer miembro 
AG? + 8x) — 9? — 4y) = — 64 } Completando cuadrados en x y y 


Ле Е 67-е 


ALO 481416) 91 —4y +4) = 4(16)- N4) —64 


401+4) —9(y—2) = 5436-54 } Al dividir la ecuación entre 36, se tiene: 


4+4? 92736 


| Al multiplicar la ecuación por —1 


36 36 36 
== LE 1 } Ordenando los términos 
0-2 _ +47 Ecuación de la hipérbola en su segunda forma ordinaria 
AS y cuyo eje transverso es vertical (paralelo al eje у). 


Dado que el segundo miembro de la ecuación resultante es diferente de cero, 
se deduce que la ecuación 4x? + 9)? 4+32x + 36y + 64 = O representa una hiperbola. 


(У 


(+4 


De la ecuación 


|, se tiene: 


4 9 
Las coordenadas del centro de la hipérbola son ОҲ 4,2). 


Сотой =4 y b'=9, entonces: а=2 y b= 


Por la relación b? = с2 — a?, resulta: 


#=@ + 
2-419 
2-13 y 
Las coordenadas de los vérticos de la hipérbola son: 
Vk + a) y VK - a) 
V(-42 + 2) v(-4.2 2) 
и 44) v4.0) 
Las coordenadas de los focos de la hipérhola son: 
Flhk +e) y Г 
F(=4,244113) F(242-4B) 
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Las coordenadas de los extremos del eje conjugado, son: 
Аф + bK) y А — bk) 
A-4 132) А-4 -32) 
A12) А72) 
La longitud del semieje transverso es а = 2 y la longitud del cje transverso es 2а = 4; la longitud del semieje 
conjugado es b = 3 y la longitud del eje conjugado es 2b = 
2 
La longitud de cada lado recto es LR=2 = 29 
а 
La excentricidad de la hipérbola es е = E 2 1.802 (e>1). 
a 
Las ecuaciones de las asíntotas para la hipérbola son кх» 
O) Зу=6 + +8 
2 2x 3y 4 140 

y=2+=1 4) 

PA Зу=6 - 2-8 
6+24+4 2х 3у12=0 
== » 

Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 

Y 
#1 > o A 
. 
EJERCICIO 30 

1 L Discute si las siguientes ecuaciones representan o no una hipérbola; en caso afirmativo determina sus 
Н elementos correspondientes, las ecuaciones de las asíntotas y traza la gráfica respectiva. 
: 1. W- y 18x — 2y + 14=0 7. -y dy — Bx 4=0 
$ 2. 42 - 9y - 32x 4 54y — 17=0 8. 9х2 — у? 4 54x + 16y + 29=0 
: 3-9 چ‎ 4y-7=0 9.1% уг 43014 78 =0 
: 4. 16 -x + 2x + 64у + 63=0 10. 3y? – 4%? — 81 – 24y – 40=0 
: 5. 92 — y? 4 54x + 10у +55 11. -y tért 10y-4=0 

6. 4y - 212 — 4у - 8х – 15=0 12. 402 — y + 561 + 2y + 195=0 
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Il. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Determina el ángulo agudo de intersección de las asíntotas de las siguientes hipérbolas: 
а) 16 9? + 64r | 18у — 89 = 0 с) 9 -x – 36у – 2х 4-44=0 
b) 38-49 3x4 16у = 18 = Ф 522 — 42 – 20: - 24у+4=0 

A A КИНИНИ КИНА 


Ecuaciones de la tangente y la normal а una hipérbola 


Dado que la ecuación de una hipérbola es de segundo grado, las rectas tangentes a dicha curva se determinan 
por la condición de tangencia empleada en la circunferencia, parábola y elipse. 
Consideremos los siguientes casos: 


EMO, Ж 
E + Determina la ecuación de la tangente a una hipérbola dada en un punto dado de tangencia. 
ш а) Encuentra la ecuación de la tangente а la hipérbola ba? а2у? = 4262 еп un punto cualquiera Руху) 
de dicha curva. 
Solución 


La ecuación de la familia de rectas tangentes que pasan por el punto dado, es: 
уут) 


Donde m es la pendiente de la recta tangente рог determinar, al despejar respecto а y se tiene: 


PE a (ур + тїз? + т?х + 2тху, — may, — 2m) 
ат? dmx? La may, | 2@?тхуу, | 2@'т?хх, Ph =0 
BE- аа? — Затху, + nix, — Pyè- dR + PN -PP =0 


(60 ?п?у' — Camy, Za — (а?уў 1 ат?х) – la may + а) = 0 


Esta última ecuación está escrita en la formaax? + br 4 с — 0; aplicando la condición de tangencia, 
se debe comprobar el discriminante В? — 4ac = 


; es decir: 

1—(2а?ту, - 2а?т?х)]? -HE — ат?) (а?у? + а?т?хў — 2а?тлууу + e= 0 

Аа“, Salar, + Аат аус Аат? 
-a'm — A тах + Baer, дат? =0 


Al dividir la ecuación entre 44222, resulta: 


Ва?в?тхуу, 44071 


_ 4 AR mîx 
аё аа 


ҮЛ PELLEN 


=0 
Sat даі 


nè + пех? — Элуу FF БУР 
nê тёз} 1 ту 
(ё хт? \ (ry) m 


O } Multiplicando por —1 
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Aplicando la fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, se tier 


—b4 Vb? дас 


2a 


х ау а — EES] 


Zap 


2x + a a y? 40797 — 


Factorizando en el radicando y 
ordenando los términos 


—2x y, + -4b xi -a y; ab”) 
Ma? xi) 


Como el punto dado P, (r.y) pertenece a la hipórbola b2? — агу? — 426, sus coordenadas satisfacen 
dicha ecuación, es decir: 
PR- Ру] = а? 
ba? аў @ю—0 
Al sustituir esta igualdad еп la ecuación de la fórmula general, resulta: 


xy E Ab -ay a) 2, 
Aa? + 


+у-4(0) _ t; 
aD X sé 


7 
м) 


Al sustituir la pendiente 


De la ecuación bx? 
ción de la tangente, resulta: 


ayi гу = ayi — ууу 
ауу +B) = ay] + ха) 
х, +@'уу, = Бх +a y? 
bx – ауу, = bx? – аур 
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Dado que ab? bx? — yî, al sustituir en la ecuación anterior resulta: 
Pa ay = 02. 
La ecuación de la recta tangente а la hipórbola b? — ay = a'h? 
en cualquier punto Р(х,у) de la curva es xx, — yy, = 202. 


= @ en un punto cualquiera Р(х,у) 


b) Encuentra la ecuación de la tangente a la hipérbola DY" — a 
de dicha curva. 


Solución 
De la misma manera que se hizo en el inciso а), se establece que: 


La ecuación de la recta tangente a la hipérbola bz а 
en cualquier punto Р(х. ¥,) de la curva, es ?уу, — алх, = 0P. 


2 ве. Осісттіпа la ecuación de la tangente a una hipérbola dada y que tiene una pendiente dada. 
а) Encuentra la ecuación de la tangente a la hipérbola bèr? — ау? = (Pp? que tiene por pendiente m. 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas tangentes que tienen la pendiente т en común, es: у= тх + k. 
El parámetro К representa el segmento que la recta determina sobre el eje y cuyo valor debe deter- 
minarse. 
Al sustituir la igualdad y 


тх + ken la ecuación de la hipérbola, se ties 


Dye а%(тх 4 k? 
PE ат? + 2йтх + К) 
FE ant — kmx + аж? — h 
@? — any — (2а%%т)х — (PÈ + Б) =0 
Esta última ecuación está escrita en la forma ax? + bx + с = О; aplicando la condición de tangencia 
se debe comprobar el discriminante $? — 4ас = 0, es decir: 


| оак) ato! ama k!+ab)|=0 
AOM a + ao — ga'm am 


0 


=0 | Dividiendo la ecuación entre 4a4” 


Pam +0 =0 
2 = gn? pî 
k= Ham 
Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la familia de rectas tangentes que tienen la pendiente m 


en común. resulta: 
у= тік 


у= тх lan? -b Sim m- 
a 


гу 
que tienen pendiente mes у= mı + Janî — b. 


Las ecuaciones de las rectas tangentes a la hipérbola 6% 
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b) Encuentra la ecuación de la tangente a la hipérbola Hy — ax? — а?Ь? que tienen por pendiente m. 
Solución 
De la misma manera que se hizo en el inciso а), se establece que: 


Las ecuaciones de las rectas tangentes a la hipérbola 02у: — аза 
que tienen pendiente т ев у= mx + Ма? Ртг 


3 ө. оісгтіпа la ecuación de la tangente a una hipérbola dada у que pasa por un punto exterior dado. 
а) Encuentra las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto P(3,6) a la hipérbolax? — y? + 4x 2у 5 =0. 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto dado P(3,6) es: 
у-у = тб – д) 
y б=т 3) 


Donde m es la pendiente de la tangente buscada; despejando respecto a y y sustituyendo en la ecuación 
de la hipérbola dada, se tiene: y = т — 3m + 6. 


(ma — 3m + 6) + 4x – Amx – 3m 4 6) -5=0 
22 mX? — On? — 36 | 6тЁх — 12mx | 36m Ax — Отг + 6m — 12 5—0 ) Ordenando términos 

MEX — блЁх — 14тх + ах — 9m? 4 42m 53=0 

(1 MY + (би? — 14т + 4)x — (Om? — 42m + 53)=0 


Esta última ecuación está escrita en la forma ax? + bx + € = 
se debe comprobar el discriminante В? — 4ас = 0, es decir: 


J; aplicando la condición de tangencia 


(бə? — 14m +4) — 4(1 — m?) [- (Om? — 42m 45311 =0 


361° +196т? +16— 158" -+-48т? —112m+36mM —168m4212— 36° + 168 —212m" =0 
68m? - 280m + 228 =0 ) Simplificando 
17n? — 70m +57=0 } Resolviendo por fórmula general 


byb’ —4ас 
ж کا‎ 


2а 
_ 0C OF 407X57) _ 7041/4900 3876 _ 7034/1024 _70132 
Е 207 J сом H 
10+32_102_, 38 _19 11076 
34 34 34 17 


Al sustituir los valores encontrados en la ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto 
dado, resulta: 


Para m Para m= 2 
6=3(-3 а 
Y =3(0- 3) 19 
-6=Bg-3 
y-6=31-9 PAZ 
зз-у-3=0 17y—102=191—57 


191—17y+45=0 
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Las ecuaciones de las rectas tangentes trazadas desde el punto P(3,6) a la hipérbo- 
lax? —y + Ах — 2y — 5 = 0зоп3х — у — 3 = бу 19r —17x —17y + 45=0. 


“Tabulando la ecuación de la hipérbola x? — y? + 4x — 2y — 5 = 0, se tiene: 


ШШ ES ES ES O 117 з 4 5 Е 7 
1 146 212 289 374 463 554 082 1 146 212 289 374 463 


-5 -5.46 —6.12 —6.89 —7.74 -8.63 —9.54 -482 -5 -5.46 —6.12 —689 -7.74 -8.63 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y 


Diámetro de la hipérbola 


El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una hipérbola, se denomina 


diámetro de dicha cónica. 
Si la pendiente de las cuerdas paralelas ев m, la ecuación del diámetro determinado por los puntos medios 


de dichas cuerdas es: 


} Si la hipérbola es 


} Si la hipórbola os Y, 
а 
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EJEMPLO - 


+ Determina la ecuación del diámetro de la hipérbola - correspondiente a las cuerdas de pendiente 3. 


Solución 


Como la ecuación de la hipérbola dada es de la forma E „Ла ecuación del diámetro de la hipérbola рог 


aplicar es de la forma y= 2. 
ат 
Al sustituir los datos correspondientes, se tiene: 


12y=9x 
зг 4y=0 


9x—12y=0 


2 
La ecuación del diámetro de la hipértola =- = esa- 4y=0, 


y 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


e» Determina la ecuación del diámetro de la hipérbola ху = 16 que pase por los puntos medios de las cuerdas de 
pendiente 2. 


Solución 
Como la ecuación de la hipérbola dada es de la forma equilátera ху = K, la ecuación del diámetro de la hipérbola 
por aplicar es de la foma y = tt. 
Al sustituir los datos correspondientes, resulta y = —2х. Así, 
2r+y=0 


La ecuación del diámetro de la hipérbola ду = 16 es 2x + y = 0. 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Ejercicio 31 
1. Determina la ecuación de la tangente y la normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente 
y subnormal, para las siguientes hipérbolas en el punto indicado. 


1. 6 — 9у?— 8r + 3y + 16 = Oen Р(—12). 
2. 3 — 2у°+3х — Ay — 12 = 0en P(2,1). 
3. 5y — 92 = 36 en Р(1,—3). 
4. 30 — у= 27 en P6.9). 
5. зу 7 en P(9.6). 
6. ху - 8 =0епР4,2). 
Il. Resuelve los siguientes problemas. 
1. Determina la ecuación de las tangentes a la hipérbola xy = 2 perpendiculares a la recta x — 2y — 7 = 0. 


2. Determina las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 4? — 8y? + 16x — 32y — 24 — 0 paralelas a la 
recta de = 4y + 11=0, 
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3. Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(1,4) a la hipérbola? — 4y — 12=0. 


4. Determina la ecuación de las tangentes a la hipérbola x? — 4? — 8=0 perpendiculares a la recta 
4x 4 Sy =2. 


5. Determina la ecuación de las tangentes a la hipérbola 2лу + y = 8 cuya pendiente sea — 


Р 


3 
6. Determina las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 1617 — 9у? = 144 paralelas a la recta 


вх — 2y — 28 =0. 


7. Encuentra el valor del parámetro m para los cuales las rectas de la familia 
la hipérbola 4 5y =7. 


= mx — 1 son tangentes a 


Encuentra los puntos de intersección entre las cónicas 4y? — x? — 4 = 0 y 28 + y = 10. 
Utilizando el concepto de cónicas homofocales, demuestra que las siguientes cónicas satisfacen dicho 
principio: 


а) *+3=6 у 1-39 


b) W +4 =18 y 9F - 4= 36 
с) AGN y 49 


10. Utilizando el concepto cuerda de contacto; encuentra la ecuación de la cuerda de contacto del punto 
(2.4) de la hipérbola 3 — 2° = 3. 


1. Determina la ecuación del diámetro de las siguientes hipérbolas que pasen por los puntos medios de 
las cuerdas de pendiente indicada. 


1. ay=8ym=-1 
2 24у =9ут=4 


з. 22 8 -18ут= 2 

5 
4 16% 9y 1 64х 1 187 89=0ym=2 
5. 9-79 463=0ym=-3 


A IN 


Hipérbola 


El fisico Ernesto Rutherford descubrió que cuando 
se disparan partículas alfa hacia el núcleo de un 
átomo, llega un momento en que son repelidas del 
núcleo, según trayectorias hiperbólicas. El dibujo 


le 


representa la trayectoria de una particula que se 
dirige hacia el origen sobre la recta Y= 7х упе- 


ga а З unidades de distancia respecto del núcleo, 
Determina la ecuación de la trayectoria. 


343 


3 UnipaD 


GEOMETRA ANAITICA. 


2 es-Un avión jet de la Fuerza Aérea Mexicana ejecuta una maniobra а alta velocidad sobre la trayectoria 2y? — 2 = 8. 
je ес y у 
¿Qué tanto se aproxima el avión а una ciudad situada en (3.0)? Sugerencia: representa con 5 el cuadrado de 
la distancia de un punto (x.y) sobre la trayectoria al punto (3.0) у obtén el valor mínimo de S. ¿Qué es JS? 


Mills 

Pa 

Competencias. x ay, 
с: 


Millas 


З @e-Una explosión es registrada por dos micrófonos separados entre sí una milla de distancia. El sonido es recibido 
enel micrófono A, 2 segundos antes que en el micrófono B. ¿Dónde se produjo la explosión? 


4 e9:Con base en la siguiente figura, prueba que la curvatura (en el vértice) de cada órbita elíptica es mayor que la 
curvatura de la órbita parabólica que a su vez es mayor que la de la hiperbólica. 


Escribe los números 
comespondientes. 


== Ss 
elípticas 

Competencias 

disciplinares 


байт 
hiperbólicas. 


5 es-Tres estaciones de radar situadas en (4 400,0), (4 400,1 100) y (—4 400,0) registran una explosión. Averigua el 
lugar de la explosión al suponer que las dos últimas estaciones registran el sonido que se produce un segundo 


y cinco segundos después. respectivamente, que la primera. Mide las longitudes en pies y toma 1 100 pies/s. 
como velocidad del sonido. 


6 es-Cuando un aeroplano rompe la barrera del sonido la onda de choque tiene la forma de un cono, el cual interseca 
la Tierra en una rama de una hipórbola. El choque se siente al mismo tiempo en cada punto de la hipérbola. Una 
mujer en el vértice de una onda hiperbólica de choque а una milla al norte del centro la experimenta al mismo 
tiempo que un hombre а una milla al este y dos millas al norte del centro. 


a) Traza la rama de la hipérbola.con centro en (0, 0) que representa la onda de choque, empleando el eje y 


como eje transversal. 
b) Determina la ecuación de toda la hipérbola. 
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7 өе. Cuando la potencia en un circuito eléctrico es constante el voltaje E es inversamente proporcional a la corriente 
Texpresada por la cc P = El. Traza la curva de E contra 1 para una potencia de salida de 100 walls. 


8 өз. Гага un gas a temperatura constante, la ley de Boyle enuncia que РУ = K, donde Р = presión y V = volumen. Si 
5 п? de hidrógeno se encuentran bajo una presión de 800 KPa, traza la gráfica del volumen У contra la presión 
Pauna temperatura constante. 


9 es-Un cometa sigue una trayectoria hiperbólica con el Sol como foco. Cuando el cometa se encuentra en el punto 
más cercano al Sol se calcula que se encuentra a 2 х 10*km del centro del Sol y a 8 x 10*km del centro de su 
trayectoria. Determina la ecuación de la ruta si el Sol se encuentra sobre el eje x y el centro está en (0.0). 


100 


10 т? de butano se encuentran bajo una presión de 240 KPa, determina la ecuación y traza la curva de volumen 
contra presión a temperatura constante, 


Forma polar de las cónicas 


Ecuación de una circunferencia en coordenadas polares 
El centro de una circunferencia cualquiera es C(r,,0,) y cuyo radio es a (figura 3.41). 


Figura 3.41 


Si P(r.) es un punto cualquiera de la circunferencia por donde se traza el radio PC = а y los radios vectores 
PO y CO, dando lugar al triángulo OPC. 
Aplicando la ley de los cosenos para dicho triángulo se tiene: 
а? =? | 0 2becos А } Ley de los cosenos 
ri + F — 2гүг cos (0 — Ф) } Ordenando los términos 
P- 2гусок (8 — A) + r2=a? ) Ecuación polar de la circunferencia 


La ecuación polar de una circunferencia de centro С) y con radio 
igual aa es 2 — 2гуг cos (0 — Ө) + r? =. 


Los casos especiales de la ecuación polar de la circunferencia son: 


а) Si su centro está en el polo, la ecuación polar cs: 


r= 


а) Si la circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje polar, la ecuación polar tiene la forma: 


r=2acos0 
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Se toma el signo positivo si el centro está a la derecha del polo, el signo negativo es cuando el centro, 
está la izquierda del polo. 
¢) Sia circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje a 90°, su ecuación polar es de la forma: 


r= 421 sen 9 


Se toma el signo positivo si el centro está arriba del polo, el signo negativo es cuando el centro está 
abajo del polo. 


Ecuación general de las cónicas en coordenadas polares 


Una cónica es una parábola si su excentricidad es igual a la unidad (е = 1); una cónica es una elipse si su ex- 

centricidad es menor que la unidad (e < 1); una cónica es una hipérbola si su excentricidad es mayor que la 

unidad (e > 1). 
Otra manera d 


ntificar a las cónicas es utilizando la expresión $? — 4ac (donde los coeficientes a, b y 
c pertenecen a la ecuación general de segundo grado que representa a una cónica), es decir: Si 6? — 4ac = 0, 
la cónica es una parábola; si b* — 4ac < 0, la cónica es una elipse; si b? — 4ac > 0, la cónica es una hipérbola. 


La ecuación polar de una cónica es de forma sencilla cuando uno de los focos está en el polo y su eje focal 
соп el eje polar (figura 3.42). 


Si la recta € esla correspondiente directriz a la izquierda del 
Тосо O y es perpendicular al eje polar A, donde su intersección 
esel punto D. 

Sea p la distancia [DO] entre el foco y la directriz: si P(r.6) 
es un punto cualquiera de la cónica y por el cual se trazan las 
perpendiculares PB y PC al eje polar y a la directriz, respec- 
tivamente. 

Aplicando la definición general de la cónica. deduce la 
ecuación polar respectiva. Por dicha definición el punto P debe 
satisfacer la condición geométrica: 


Figura 3.42 


Si [Ра =r y [PO =|РВ [DO] + [08 = p+r cos 6, al sustituir estos valores en (1), se tiene: 
ғ 


=€, simplificando resulta: 
r=etp+r cos 0) 
y 


p+r cosh 


pter сох 
r—er cos 0=ep 
ríe cos0)=ep 


ep 


Ecuación polar de la cónica.‏ | کے 
Ze cos‏ 
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Sila directriz est а la derecha del polo (foco О) y а p distancia de él, de la misma manera demostramos que 
ep 
Т+е cos 
Si el eje focal coincide con el eje а 90? de tal manera que la directriz es paralela al eje polar y p distancia de 
4, se demuestra que la ecuación polar de la cónica cs: 


la ecuación polar de la cónica es r = 


ep 
14e sen O 


Sila directriz está arriba del eje polar, se loma el signo positivo; si la directriz está abajo del eje polar, se 
toma el signo negativo. 
Las ecuaciones polares de las cónicas son: 


Eje horizontal y vértices en 0= 0° y 0=‏ ) س 
E } кезейейузапевега? iyo‏ 


En particular, la cónica es una parábola si e = 1 es una elipse si e < 1 y es una hipérbola si e > 1. 


миоз . 
Е 
E -Determina la ecuación polar de 1a circunferencia de centro en el punto C(4.30°) y radio igual a 5. 
©. 


Solución 


De los datos dados, se tiene que: л — 4,0, = 30° =; al sustituir en la ecuación polar de la circunferencia, resulta: 


7 — 2r cos(0— 00+ 


r -2()reos(ê—30°) + (4) = (5) 
r ЕЕ 


P вай) 16-250 


r вно E 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
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2 @s-Identifica la cónica cuya ecuación polar es г 


Z ex5 determina todos sus elementos correspondientes у 
Iraza su gráfica. 


Solución 
Dado que la ecuación ordinaria de una cónica tiene a la unidad como primer término del denominador, es ne- 
cesario dividir cl numerador y denominador del segundo miembro de la ecuación polar dada entre 2, es decir: 


А 
2 2 
"3-09 TA 
2 
Comparando la ecuación resultante con la ecuación polar de la => se observa que: 


La excentricidad es menor que la unidad (е = 
1 


), por lo que la cónica es una elipse. 


Comoep =2 y e 


entonces, 1 р=2 


2 


р=4 
For lo anterior, Іа directriz es perpendicular al eje polar у está а 4 unidades а la izquierda del foco O (polo). 
2 2 2 
iS E 
20050 Al) 2 


2 


Si4=0, r= 


510= 


2005180 


Сото el centro de la cónica está sobre el eje polar у en el punto medio de la recta que une los vértices, es 
4 
decir: aF 0). 


La longitud del eje mayor es la distancia entre los vértices, es decir, 2a 
Si la longitud de cada lado recto es 4, se tiene: 


| 4 х А 
F } Longitud del semejante menor. 
La longitud del eje menores 29 =- 
F 
Al elaborar la gráfica correpondiente, se tiene: El 
El 
А 
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4 
А ИР A A 

3 жн Identifica 1а сопіса cuya ecuación polar es ^ = р 

Solución 

Dado que la ecuación ordinaria de una cónica tiene a la unidad como primer término del denominador, es ne- 

cesario dividir el numerador y denominador del segundo miembro de la ecuación polar dada entre 2, es decir: 


4 
2 2 
240050 F3 
2 20050 Ж 
Comparando la ecuación resultante con la ecuación polar de la cónica = 7 ссср se observa que: 


La excentricidad es mayor que la unidad (e = >), por lo que la cónica es una hipérbola. 


Como ep=2 ye 


Por lo anterior, la directriz es perpendicular al eje polar y está а 1 unidades а la derecha del Госо corres- 
pondiente. ы 
кик ЖЕ 
2—2вепбф` 


Identifica la cónica cuya ecuación polar es г = 


Solución 


Dado que la ecuación ordinaria de una cónica tiene a la unidad como primer término del denominador, es ne- 
cesario dividir el numerador y denominador del segundo miembro de la ecuación polar dada entre 2, es decir: 


6 
e 3 
Иш = т диет 
2 
ep 
Comparando la ecuación resultante con la ecuación polar de la cónica = Tg: зе observa que: 


La excentricidad es igual a la unidad (e = 1), por lo que la cónica es una parábola. 


Como ep = 3y e= 
| Р 
Por lo anterior. la directriz es paralela al eje polar y está a 3 unidades debajo del polo. 


. entonces: (mp3 


_ 5 ө-- Una parábola tiene su foco en el polo y su vértice en el punto V(4,x); determina la ecuación polar de la cónica. 


Solución 


Dado que el foco está en el polo y el vértice У(А,т), se deduce que el eje polar está sobre el eje de la parábola; 
también se hace notar que el vértice está a la izquierda del foco al igual que la directriz, 


4 
Por lo anterior, la ecuación polar de la cónica por aplicar es r акс 
ecos 


Sea p la distancia del foco a la directriz y que es el doble de la distancia del foco al vértice, es decir: 
1 
4=م‎ 
2” 
Р—% 
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La excentricidad de una parábola es igual a la unidad, por lo que 1а ecuación de la cónica es: 


ep 008) 8 
-ecosd 1—() со50 1—со50 


ё 


Al elaborar la gráfica correpondiente, se tiene; 


Directriz 


Ejercicio 32 


1. Determina la ecuación polar de la circunferencia para los siguientes datos; traza la gráfica correspondiente, 


1. Centro en el polo y radio igual a 7. 


2. Centro (5,0°) y que pasa porel polo, 


: 3. Centro (8, 2) y que pasa porel polo. = 
4. Centro (3,7) y que pasa porel polo. disciplinares 
2 


5. Centro (6,1207) y que pasa por el punto M(3,60°). 


6. Centro 4% y radio igual a 8. 


7. Centro (4, T) y radio igual a 1. 
6 


8. Que pasa por el polo, por M(3, 90°) y por N(4,0°). 
Н 9. Centro (8.135°) y radio igual a6. 
10. Centro (5,210°) y que pasa por el punto M(4,240°). 
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Determina el centro y radio de las siguientes circunferencias cuya ecuación polar se da; traza la gráfica 
correspondiente. 


1. r=6c0s0 6. r=5 cos 0-53 seno 

2. r=4cos 0 +443 sen 0 7. r=8 sen 0—8V3 cos 0 

3. г? —2¥2rcos 0—2V7r sen 0—-5=0 8. r=5 

4. rèr cos 0 3r sen 0-3=0 9. ^ 6rcos (8 - 30°) - 16=0 
5. F—4N3r cos 0—4r sen 0+15=0 10. г» — 16rcos (0 — 240°) + 16 = 0 


Identifica la cónica para las siguientes ecuaciones polares, determina todos sus elementos correspon- 
dientes y traza su gráfica. 


e 


5 % ==“, 
38090 

6 

6. 10. r 

рт 

ЕУ 1. п. r=—} 
540050 T- cos 

3 4 
ا‎ ¥ mor= 
7+6зсай 1—2кай 


Resuelve los siguientes problemas. 


nas 


Escribe la siguiente ecuación en coordenadas cartesianas /2 — 2r (cos Ø — sen б) = 7—0. 


Transforma la ecuación de la elipse 25x? + 16у? = 400 а coordenadas polares. 
Transforma la ecuación de la hipérbola  - 3y? — 4y — 1 — 0 а coordenadas polares, 
“Transforma la ecuación de la parábola  - 8x — 16 = 0 a coordenadas polares. 


Transforma las siguientes ecuaciones de cónicas a coordenadas polares, identificando la cónica. 


а) 9F 4 16 = 144 e) у\+8сх=0 

b) 4 5y | 18y 9—0 PFI 19=0 

с) P- 9? 4x4 36y — 41 g) 4% — 20 2y+97=0 
а) 3 -у=2 h) 22 +у+2х 2=0 


Determina la ecuación polar para la cónica, cuyos datos se presentan a continuación. 


a) Parábola de foco (0,0?) y vértice (4, 


correspondientes 
b) Elipse de foco (0 > 0”) y vértices (4,0”) y (10,7). Санаи 
3 3 
Эт, 3л, 
Hi de foco (0,0°) y vértices (2,7) y (10, х 
с)  Hipérbota de foco (0,0) y vértices (2,57) y (10,27 Competencias 


а) Elipse de foco (4,07) y vértices (6,0”) y (6,7). 
е) Parábola de foco (0,0”) y vértice (1,0). 


f) Hipérbola de foco 5.7) y venies DY (3, > 


351 


1. 


Autoevaluacién 


y 24x | 10y — 11=0,calcula las rectas tangentes a ella 


Dada la ccuación dela circunferencia 2 1 2 
que son paralelas a la recta 


Determina la ecuación reducida por la elipse que pasa por (50,0) y la distancia semifocales 14, además 
se sabe que pasa por (8,2) y por (0.6). 


Clasifica cada una de las siguientes cónicas cuyas ecuaciones son: 


а) 222 + 2у? — 3x4 Ву 10=02 + 2y Зх Ву -10=0. 


b) 48 + 2¥ = 1104х + 10у + 12=110. 


д у= tahy 


4) х= 3y 15у + в = 32 – 15y +8. 


e) э? — 2 = 1250 — 2? = 125. 


Los vértices de un triángulo son los puntos (2.4), (—4,—6) y (6.-8). 


a) Encuentra las ecuaciones de dos de sus mediatrices y el punto de intersección de estas. 


Ву Ова este punto para trazar la circunferencia que circunscribe el triángulo y mención como ве llama 
dicho punto. 


¢) Deduce la ecuación dela circunferencia. 
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Respuestas de algunos reactivos 


de los distintos ejercicios propuestos 


Estacicio 1 j) cuadrante IV 


|. 1. René Descartes K) cuadrante II 


3. Al establecer una comespondencia hiunívoca entre pantes del plano 1) cuadrante IV 
cartesiano y números reales, la geometría analítica aplica los mé- 
todos del Agebra y ol análisis al estudio de la geometría. Descartes жа 
sustituye las palabras enteras, abreviaturas y notacionos por un 
do, 
En este trabajo consigue establecer ana sólida relación entre la 
geometria (prácticamente experimental entonces) y cl álgebra, 


simbolismo puro, cuidadossment 


que caminaban por separado. Esto ha marcado el desarollo de las 
Mascimáticas basta hoy, dando lugar al nacimiento de la кертеш. 
Muestra cómo es posible estudiar las curvas а partir de ccuciones 
algebraicas a iravés de una identificación de los puntos del plano 
con pares de números, sus coordenadas, através del establecimiento 
de un sistema de referencia o ejes de coordenadas. 


Басо 2 


1. 1. Se denomina cartesianoen honor a René Descartes por ser quien lo 
empleóen la unión del álgebra y la geometría plana рала dar lugar 
a la geometria analítica. 
3. Se ordenan en contra del giro de las manecillas del reloj. 
5. Las abscisus son negativas cuando se miden sobre el eje x y a la 
irquierda del origen: las ordenadas son negativas cuando se miden 
sobre el cje y y hacia abajo del orien. 

7. Se taza una recta A perpendicular al eje у otre В perpendicalar- 
тепе aleje y. las cuales pasan porel punto Р de interés la distancia 
del origen al punto donde corta la recia A se representa porx y se 
Пата abscisa de P: la distancia del origen al punto donde cora la 
secta Be representa por y y se Ilama ordenada de P. 


Estacicio 3 


I. 1. Al ostar observando c globo terráqueo, podemos localizar cualquier 
país mencionando dos daros, su longitud y latitud. 
2. a) sobne el eje y entre el cuadrante 1 y 11 
1) soba el eje x emre el cuadrante Пу Ш 
©) cuadrante 1 
4) cuadrante Ш 
9 cuadrante N 
f) cuadrante IV 
4) cuadrante | 
A) cuadrante Ш 
i) cuadrante IV 


Geometría Алайса 


o 


» 
Еско 4 
1. 1. JAB 10 
3. 4©м зәм. 
5. 418 — 108166 
П. 1. s= 00y 
M. 1.20957 
3.y=(1y 2) 
N. 1. Falso. 
V 1. Verdadero 
VI. 1. Verdadero 
м.т 
y 
в 


з= (усб 


5.х=(-%Зу(-® 


3. Verdadero 
э. Verdadero 


3 Медет 


А—(@д) B-03) 


4ЧеАаВес d= 


з) 


7.045633) o Саз, 233) 
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Respuestas de algunos reachvos de los distintos ejercicios propuestos 1 


21 


ю=(-1157534), 


A E AD=107 


©Б-аөз/ | * AUD 
/ (F107 


| x 
cad [1 ” t 
Aaa 
в 5-0 
oda BALD дда) ALE 
mo вор) nes) ma, 8 
сө, аза саз сме 
п 
ҮШ 
Е 
ANS 
x 
2.660 
эз. оза 
Dr 2-2 
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Exracio 6 
1. 1. дпа = 31 
(P) Perimetro = 29374 
(р) Semiperimeiro = 14.687 


24-25 p-as 
sA=2 Pasen 
N. 1.4 =06 p=3150 p=15953 
3.4=595 PM p= 16168 
5.۸-25 P-a 5316 
IS 
3405-3 4-365 
виз) Pass 
az-a p= an 
у" 
ti- 


Por lotanto el punto medio de la hipotenusa es equidistante а cada 
umo de los vértices: 


о ЛАС — ААВС 
Аша = ^АВС FAABC = 2AABC 


1. Ame = 30 


Елрасю 7 
1. 1.) intersección con eleje son (3.0) y (43,0) y con el je y 

soa 02)y (0,2) 

b) Si hay simetría respecto alejes 
Si hay simetría con respecto al eje y 
Si hay simetría con respecto al origen 

E کو سه‎ ыза cola y cer action ا‎ 
که وت تار‎ E غ‎ 
e de eso en e 

No Gono miniete 
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2. a) La intersección con el eje xes (0,0) y con el eje y ев (0.0) 
b) No hay simetria respecto aleje 
Si hay simetría con respecto aleje y 
No hay simetría con respecto al origen 
+) La curva es ша parábola que se extiende hacia las у positivas 
d) No бепе asíntotas 


5. а) La intersección con el eje xes (-90)у con el eje yson (0.-3). 

(03 y (0,1) 

b) No hay simensa respecto alejes: 
No hay simetria con respecto al eje y 
No hay simetría con respecto al origen 

€) La curva es indefinida hacia la derocha y hacia la izquierda del 
eje y; hacia aniba y tacia debajo dex 

d) No tiene asintotas 


Respuestas de algunos reachvos de los distmios ejercicios propuestos 1 


д 


7. a) La intersección con el ее es (00) y con el sje y son (0.0), 

0, Dyan 

0) No hay simetria respecto aleje 
No hay simetría соп respecto aleje ¥ 
Si hay simetría con respecto al origen 

д) La curva es indefinida hacta la derecha y hacia la izquierda del 
eje y, hacia arriba y hacia debajo de x 

d) No tiene asintotas 

ә 


9. a) La intersección соп el eje гез (0.9) y con el eje y son (00) y 
100) 


В) No hay simetra respecto al eje x 


Si hay simetría con respecto al eje y 
No hay simetría con respecto al origen 

+) Como lacurvacs simétrica respecto al eje y además es cerrada, 
entonces, se trata do una circunferencia centrada еп (03) 

d) No tiene asíntotas 

9 


®+у-зў#—9 
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11. а) La imiersección con eleje y es (00) 
b) Si hay simetría respecto al eje x 
No hay simetría con respecto aleje y 
No hay simetria con respecto al origen 
©) Para todo valor de у, las valores de г son reales 
d) No tiene asinotas 


o 


13.a) Las intersecciones con el cjex son (0.0), (4.0) y (4.00) y соп 
elejey es (0.0) 
D) No hay шеша respecte al ej x 
Si hay simetria con respecto aleje y 
No hay simetría con respecto al origen 
©) Solo para valores de y > 4, los valores de л som reales 
d) No tiene asíntotas 


15 a) La intersección con eleje es (0.0) y con el eje yes (0,0) 
B) No hay simetria respecto al бех 
No hay simetría con respostoal eje y 
No hay simaríacon respecto al origen 
©) Solo para valores de Û < y < 20, los valores de x son irreales 


d) Lasasiniotasson:1=5 y y=r+S 


17. а) Laintersección con el eje x es [2,0 


2 


b) No hay simetría respecto al eje x 

No hay simetría con respesto al eje y 

No hay simetría con respecto al origen 
©) Solo para valores de y = 2 los valores de х зоп reales 
d) Los asfntotas soa t=O у y=2 


9 


MI. уфа лу to 


2er) 
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у y 
M4. (3.2)(-3,-2), (23,23) 3. (4,4), (31) 
: 
pl 


Eseacicio 8 


L 1. т=үр 030 1523 


a= 100101 


108" 267061327 


Sean ЕЁ. P y Q* los puntos medios de PO, UR y RP respectiva- 
meste, entonces: 
mF 22. pp 
3 
11. a) Perpendiulaes 
¢) Perpendiculares 
+) Paralelas 


13.a) Falo b) Verladero 


19. May 


Eseecicio 9 


moy 6-0 5.3-4 +8 =0 


34 t2y 13-0 


ey +4-NI=0 E 


Mars 1150 Sxi 6y 1160 


3 


N. 1.x +9y- 38-0 Sa TA 
da y44=0 
мі 


3 


20 Sy +6 =0 


3+ 5y +10=0 5.50—1у-35=0 


By+10=0 
їк+2у+2-0 


ш; 


1с + %у+40—0 


-а+у+4=0 


АВ л 4y t10 =O FE=Ge Fy 4=; 
FC-a t Sy 26-0 

y 

r sy-31=0 
+735 
A=5:B=9 
3+59 10 


29—36" 507 Пи 


3х-4у—25= 


Se bisecan en cl punto (2,3) 
Iet dy 20 

Paralela x — Hy + 64 =0 
Perpendicular 11x +y- 28 = 0 
=15 

з 


ETE 


Respuestas de algunos reachvos de los distmios ejercicios propuestos | 


—4у+10_ 
т = 
B 
Ar 


= 4 4 


оа-оз 
17. x+2y+6/5=0 19. k= HF 
Esercicio 11 
La de з) 3 ( зел 
уу? 2°2 
5. б\—4,—4) 
IL 1 маз.вт?2э' 48") з. (Ут 123° a1 24") 


5. c(65,330*15'18") 


IL 1. Srcos9— 4r sen û +20 =0 
3 3P + 3reos A — Grs 0+9 =0 
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| Geomelita Anallica 


5. соё 45004-0 7. XA =90'. 48—90". £ C= 90" y X D = 90° 
Comprobación 4 A + LB 4 4% C + 4D = 360° 

э. ZA =45", Z R= 90°, 4 C= 45 
Comprobación XA + FR X C= IRO 


7. rcosl0 =p 


yy 0 
маззю 3.486 
М. LA = 5437 3.4238 r+6y+16=0 
P= 10.854 r=7.19 17. Punto de intersección (25 
P=5427 =D 416) 
in 
МИ. 1. reos (0 — 60) =2 ig a 
3. ros (0 15) =8 M. 1. Paralelas 
Siros (04596 з. Puro de inesección PLO 
a э. сакен 
уй. træs 3159 T. Coinciden 
з. гезе 38° 112 
9. Punto de intersección (селе 
5. гсоѕ (0 — 153°26'6")=0 61 61 
IX. 1. гсовб@=—3/3 = 50° 187 357 Ө,= 15° 749 
raras 50107 W2 
104*02 11 2= 10434" 
Esercicio 13 
6 
rai РЕГЕ з А 
XL пато 3. rsen 02298177 Loa ote 
5. rien 809068 
5 wyatt зу= енк 
ж. 1. $ rien 00) Аса (O 135") 20:00 (SY 
lea pee 
xi 1. (2/245).(242.5,(2/2,25),(0/215 Use өйден که‎ ө. 
O 5, Pasan porel punt АА 
SA Tica lag 
T. Verdadero 1.зх-у+5=0 
о Verdadera 9 413, 5-0 
проза 


11. 2rsen (120° 0) =0 


13. roos (9 — 50°) =7 sen 50° 0-1-% 
3 ат 
Еляасо 12 
Li A= 3. E= 60 1340" 
4в-45° a L= 43 0" 
4С-45 AM = 86" 03 177 


5. ак O° 
я. 53907748" 
ZM = 757 5749" 
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Respuestas de algunos reachvos de los distintos ejercicios propuestos | 


5. Cuando el plano по es perpendicular al eje de simetría del cono, 


з 
ге E paro cora a todas las rectas generis, su inescció da lugar 
0 xy +3 Hay =0 ala elipse. o А 

4 1. Cando cl plano es paralel aleje de simetris det coo y que además 
к оаа ls dore ntc рг capó 
VOR 
tn da ea pat 
bala les ll AE 
р micción режиш нде na: 
з. а=} 
Exraco 17 
3 dE 
8 
28 
tea 
m 
2 a 
Ш. 1. a=- 4-—5 Mi (у 202—9 
ГА КЕЧ PAP Ray MO 
эр р 169 
Шы з= 
3. y=6.08516 k8 و‎ H-T 
5. 1=-4yi=1 


М1. їзє + 14y 4 150, 
20 — 1865 +4%—0 


э. (JE (VTA) + (VE 3)=0 
(24243) (Y2+45)1+(42+45)=0 
ылд) (42485) =0 

з. (26545): + (04354 43)y-2745=0 

S. (2/26+5/8)x—(9/26+/13)y+(5/1352/13)=0 


ш. 


а зу 100 
аеру 100-75 


5 67 +у=5 
а? +у —121+31=0 


М at P 07289 


Vil 1. зк (22/B)y—14=0 y 30+(2+2/83)y-14=0 A) 
5. = 20e з YY 47—106 
PIP Gr у 81-0 
23 ,را‎ 9 
Exacicio 15 (ыр 
1. 1. Gravicentro (3667,3661) 5. Gravisentro (1.6662666) TES 
Circuncentro (2.75,3875) Cireuncentro (2.656,2.083) РР E 
Опосешго (55325) Опооию (-0333383 мр л, у жун бй 
Incentro (43.76) Inceniro (1.433.074) корк o 
3. Gravicentm (2333,2333) 
Cireuncentro (1952425) va 01679 
Ortecentro (31215) IaH 
постто (34,04) 524-0 
7 (++ (0 60—25 


Ш, 1. Incentro (—1.358,—0889) 


3. Pasan por el punto GE] 
3. Verdadero 3 


Entacicio 16 


1р р 125 
E 
1L Me + By 4410 
BRA 
15 ойыу 16 
17 (e + 8P —25 


1. 1. Es el conjunto de puntos que se forman de la intersección de un 
cono de revolución de dos mantos con un plano. 
3. El ee de simetría, su vértice y las generairices. 


192 р зае 6 1090, 


ay E 
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[| беотеша Anallica 


л. SF Sy ве 32у 40 


үк. coma. (e 


el 


eft S), E 
Inscrias (+ 1617—06 E 
3. Inscrita: (х—0.95617 +(y— 087047" 9.4294 12=0; 


сал 


e] 


Ciemi Hy, 
فف اا‎ 


ми. 1 kr ( 


w Fiy 50-20 
анун F= 
3. Inscrita: (132038) + (y — 1.5726) = 27.1493 y e-3 +0 6725 
ML 1. (e P+ 057 125; 
eI =s 


T 253 _ 2601 
I =з 


Circunscrita: (x + 0.48) + (y — 048) = 646 


5. Inscrita: (х 27 +(y-221199) = 33864 


Circunserñta: (¢ — 3J + y* = 26 


А 24 
bk itm Eencicio 20 
эк L Lay l= 5а dy 0-0 
з A) 310-0 
X. 1. А = 254469 3. А = 172.7875 M. 1-3 ay+51=0 5. 2л +3у 99918-0 
143902 1465913 23у 9.146 =0 
Exraco 18 
1. Reak CU 42: =4 5. Noes real M1 ray 10 51d ya 1690 
24) 7. No cs real Ari 39-70 ЕЕГ) 
ЕСЕ = 9. No es real 3+2 12-0 
I- y+ =0 
IL 1A = 50259 5. Noes real 
L=35.132 7. Noes real 3. ша х-4у+26=0) 
3.4923 9. No es real Маг4+7у-13=0) 
L= om „ош = 
Ш. 1. Concéniricas de C4-14) Де 
3. Concénticas de С و‎ 
2 
меа 3) 36 
3. Verdadero. 
5.k=25 
1 
Елаасю 19 
аа му A= 
di 3 зт 
ЕЕЕ" 
q 2,1 
2 
SR Yey 25 32у 34-0 Vo <k < 
485 жб b) k=ay2 
Е = Ө б> 
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1,7 
3 + 
тжау-и=о 
ق‎ 
з у= 20-8): 20-8) а 


з= (0+8) 62 (0+5) 4 
п аван 
А 
Loma 
so- 


12 
H m=: eon tangentes 


si ی‎ co E sj pu 
و ا‎ Pori مسا متاق س‎ 
нан 


Les 
7 


x+2y+10=0 


Lw 


++2y-90-0 
15. S5+112m+49m + (16m +14m?}x+(1+m?) x? =0 


Exteciio 21 
азотта 
LR 
OS 
ша. (2-20 (у = 


45 юташшша (52р 0-1 


ay 


у=) 


+01) =6 


(j o-2 
fe] sos 


[+ о 


ПЕЕ: 
СТЕУ 
зету ay 0-0 
P4y к 3у32=0 
ак 391-0 


5 K3: 
T э Fy 40AT IM | 125.96=0 

IM 1. 24r- 28y +30 ЕЕ) 
Mis y-40 


a 


3-2 
1-18 
M Le- 8y 2 y 
G 
y 
12-81 с) 
“= 
3 
з= 26 
16 
1-14 18-04 
V L y=- З= lk 
9-50) изо) 
LR ЖЛ 18 = |12| 
м. а= 
з. 4-625 
5. Verdadero 
1= 
ШЕТ] 


[Г 
VIL 1 д ke у + 33 =0 + 10у =0 
з Pg y +14846520100 


уту" =0 
5 г= 6-2) 
уш. 2= 00250 y= 
-в P- 00-43560 


3 -ért у 15-0 


33 


7. 107 =8|е 8 V 
ole) 


ID El 


їзду + D2 =4 (f 
LR: Al 

M 1.y F3 1y =0 
3. Зу +2 My +20= 
5. 134 Вах 59у 186 =0 


Di VOD) PO Ma liy = 


Il. 1.2 dr 29110-0 
з х усо 


5.20 2, +у 6-0 


3. Mínimo en: (2,0) positiva en: (-00,2)U ( 
noes negativa; cero ere (2) 
5. Máximo en: (4.0), по es positiva; 


negativa en: (00.2) (3.20): cero en: (231 


11. Máximo en: (L. 


Зу. no es positivas 
negativa en: (до, ос): no es cero. 
13. Minimo en: (20,500): 


pitira (аа 20—10/5)U(-20+1045.2o) 
20-10/5.-20+1045) 
20-1045.-29+1045) 


negativa em: ( 


15. Minimo ent (1,12) 
postiva er (09 —1-245)U (14243, 
negativen: (12/5143) 
cem en: (1-243,-14-244) 


V. Lp +4х+2у-15-0 


(943); (изу 2) 
Dir y=—4 Ejea =—k IR=4 
Estrcicio 24 
L 1. ш(х-у-2=0}: М(х+у—6=0): long. ша =2/2 
long М —2./%: long. Subtan =2; long. Sub N—2 


1 
z з 


АШ] 


ру log, Suban = 2 long Sub 


К N 


э. ша(х+зу—1= 0}: М2х-у+ 1—0): long: an =345 


эй E 


ї.1.зх-у+1=0 


es 


Ш. 1. +2y-3=0; 3х—2у+15. 
3. х+2у+3=Ф® 16y-5=0:0=36"01'39* 
5. ба-у+3=( y+3=0; #=80° 3X 16" 


Esegcicio 25 


LL VOO), VC 90): (42.0), F(-442,0); А0), АХО, ТУ; long. 
eje mayor (2а) = 18; long. eje menor (24) — 14; e — 0.6285; 
LA— 10.888 

э. VO), WE- 3,0); (45,0), (43.0); А02), AO, 2); long. 
eje mayor (2a) 4 e — DSS 

LR = 2666. 


6; long. eje menor (24) 
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Respuestas de algunos reacnvos de bs disinios ejercicios propuestos 


1R 
7. V(0243), (O3): FO. РЧ0,-2:.А(6/2,0). 


A(-23.0);long. eje mayor (2a) =4: lang. cje menor БИ 
=з; e =0.5773 LF =45188 202) 
Il. 1. a) 166 257—400, 7, Elipse con eje focal horizontal: 
в) 49:2 4 33y =1 617: Centro: C(-4,1), Semiejes: а =3, В =2 
©) 22512 + 289 = 65 025 Distancia focal: ¢ = y5 
з. йай + y= 100: 
y азу) 
owp- ) 
Е СЕ Vénticos: (43,1) y (4.142) 
z ow 
ù BË = 
4 * 9 


V0.9,V(0—2% (01+ 5),„Е'(01-— 5) 
MI BEH Sir 19y 4=0 


y 
4 
ра 
16 


II. TF 16 Ас у 41-0 уе тер. 
8B.K=12 ШЗ. FP -3y PP 
5-вё ку +у-@-38—0 


Me tia Елапсо 27 
3. 162 + 25у 49 L 1 лап. (2х – Зу — 5 = 0) NGx + 25. 
5 GF + aop 7а m 
LAR long. tan long MZ 
long. Sultan => long Sub 


3 Imn(3r—y+6=0): М(х+3у—В=0) 
tong. tan = б; long. М = HO: 
long. Sab =9 


ежу 
9 


э. азау 


û); (їх-вйу+ 27 =0) 

Vo 1. C(L2); V(1,2£3); F (1.24243) 
з. солу VO+23) +3) 
з. CY VBA): FGI) 


к+зў G+ 0-27 
pi aeai aemm کک‎ 
ы * 16 + 9 7 
Esercicio 26 
ls ec MBA long: Suban =3; long. Sub N 
Conso: CA, енден: a= ЛЗ, Ê 11. tom(1+3=0); N(2y-3=0) 
баа. Еее 
Y Tong, Subtan — 0; long. Sub N — ao 
С) ne ¥ long. 
Focos: ( E Š 
ша aya Elo 
Р af 
ata) TE 5 
Apea] ка 10 
als к SENE 
0 7 5с-у-Т+уї=0 


Comro: 601) венн: а= T в= [T 
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| Geometria Алайса 


|. 1. lart 27y 1942/83 


mara CET 
3 S 5 
ھا‎ 


408+6 Eo ۴ 
5 x-y — 0|, aproximadamente 
PAND > 721719 


ıan(-206614x—y—420227 =0) en el ponto E даш 
ЛӘ 299+36 ا‎ оа 7 
182100479 299-3679 
1 A ana, 48508) 5. FFs, PP 
М. 1. 9F — loy 81 
08-6 2 у 
ke aproximadamente p- 
lT тат | 3 
5. Ту? — 9 63 
tan, (261357 —y—1.77285— 0) en el punto 6ا ا ر‎ 
э. Sites focal مت‎ оон ўе кай E E 


4 


1T ласер 5000, 0 462400). 
307 зот 


Estrcicio 29 
T lar +448 =0) LL yO зу 
0 3.5 12y 13055 2y 5-0 
0 N. 1.-1? =8 
з.4=12 


5 TUS y) 128 
б/зк+3у—12—18/2=0 


8.0), F000), РУ 100): А(0,6), АКО, б); Eje transver- 6/2 3y+12-18/2=0 
$е соордо (24) = ILR = Oye 1-25; Directrices т.ад-у=9 


з M. Ejercicios demostrativos 
з. Уо) OO. M0) a(o. 7), М. 1. Centro: COO: Focos: (0,4415) 
A1(0,-v/2): Eje transverso (2a) =24/6 Eje conjugado (24) = 22; Vénicos V(0,+42) y A(++/3.0) Eje transverso (25): 


LR= hd ¿e = 1.1547; Directrices х=+у? Eje conjugado (2ш): 243; Lado recto: LR=342; 
А 5 p 25 
3. VOS), VOS): Р, 5V3), FONDA), MES Бетаг 


Eje transverso (2a) = 10: Eje conjugado (24) = 10: LR = 10: з, Censo: OOO: Focos F (NTO 


۴ 5 
IAA Ditis = Vénices: V (4/7.0) y A(0.+2); Eje transverso (2a): 24/7: 


U U 16? 9P = 144; Eje transyerso (2a) =б; Ej conjugado ОЎ =8; Eje conjugado (20): 4; Lado recto: aL, 
de ue _ М5, M 
залаа 2000 + ey = 725 10 TSTS 09097 5. Censo: OOO: Focos: F (0V3) 
5. Ecuación: х? HIS +y*432x—32y-144=0 ёсе: У(0, ПТ) y A(+4/7,0) Eje transverso (2b 2/11; 
REKE Eje conjugado (2a): 2/7 Lado resto: 1 TT, 
17-30 Е 
Excemticidad: e = ZÊ; Dime 
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Viy=s Еляасо 31 
19-12 LL шик + 33y- 46 = 0): МЭЗ — 20у {73 = 73 =0) 
їласпо 30 са 
1, E _ O союз VID. VES 0 
O FI Йе аЙ э. шиг + Зу + 12 = OJ NOE — Зу — 14 = бу; ong tan = 34; 
Asintota УЗ + y +1 4F =0,/Зе—у—1-+ЭУЗ. кн. A on Sata — s; Бор Sab W EA 
Gl 0-2 зах 2y 4 3= 0) Mr + y 4 = =68: 
з. EEO- centro п, ду; G-D, У(—1,-2Б чү г ES 
4 long N = 3/5; long. Subtan = 12; long. Sub У = 3. 
ау, 2). 2/22); АП), 00.3); Антоан 
sek ga M2 4y 40214 y14=0 
зх Y LIO, 1 My 
s, O f Cento (3.2): VELD. WES PAR NN 
Жек 7 салы 
F(-3+ J3.2), (3-12) АС 35). АЧ 3,1); Asíntots 


Ari 2y 15=0,3x Пу 13-0 


7. Representa la gráfica de dos rectas que se cortan x+ 4y + 7 = Û, 


1-4y-9=0 
a] 

o Pl _ ce 
a 3 Т 
A | 3 
2 3 2 
Је Му 1+2=0, k 
Br-2y+1+ =0 mi 
š 3 
и. ы 1: Centro (3.5); V(3.54+243), 5 
(35-F F(5 +26), К\—3,5—246} en 
A(-3+N 3.5). (32/35); Asintotasi r +y 8 
1-y48-0 мт 
Il. a) 423 parar * 
asru asrar w Е 
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7160 (9—60) 
P- 127соз(0- 120) 19-0 
Air соз@— Агза 0 4 15=0 
P- 1бгсоз(0- 1350) + 2—0 
сзлуа=з т. бызуа=в 
Озлуха=з 9. B30); a=5 
osaa- 
Parábola 7. Elipse 
Parábola 9. Parábola 
Parábola 11. Elipse 
E) 

== 

Pisa 


a) FO cos? 4 16 n?) = 144 
ГЕТЕ 


